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ABSTRACT

The book analyzes more than two dozens economics models. Their order follows the
order of the mathematical difficulties and tries to avoid the use of higher mathematcs
(the calculus and matrices). At the same time, the book relies on mathematical
methods and introduces the reader to the fields of dynamics, optimization and the
probability theorry. Following my own research interest, I discuss several problems of
the pension systems. The theoretical analysis is frequently completed by empirical
and model tables and charts.
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Kozgazdasagi modellek (nemcsak kozépiskolasoknak)

Ez a konyv tobb, mint kéttucat kozgazdasagi modellt elemez. A sorrend a
matematikai nehézségeket koveti, és igyekszik elkeriilni a nem kozépiskolai
matematikat (kalkulust, matrixszamitast). Ugyanakkor erésen tamaszkodik a
matematikai érvelésre, és betekintést nyijt a dinamika, a szélsGérték-szamitas és a
valészintiségi modszerek titkaiba. Sajat kutatoi érdeklédésem kovetve részletesen
foglalkozom a nyugdijrendszer kérdéseivel. Szamos esetben empirikus és
modelltablazatok és abrak egésziti ki az elméleti érvelést.
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ElOszo6

Ebben a konyvben a kozgazdasagtani modellek vildgaba vezetem be a matematikaban
jartas kozépiskoldsokat, tanaraikat és mas érdeklodoket. Tomor konyvem nem tomeges
oktatast szolgal. Viszont haszonnal forgathatjak azok az olvasok, akik tul akarnak lépni
a kozgazdasigi kozhelyeken (példdul: | addig nyujtézkodjal, ameddig a takaréd ér”),
és igényes kozépiskolai szinten képesek kovetni és alkalmazni a matematikai gondol-
kodasmédot. Hajlanddék képleteket bongészni, és levezetéseket megérteni.

A 19. szdzadban a kozgazdasagtan zome nélkiilozte a (matematikai) modelleket, azéta
viszont egyre novekszik a szerepiik. Ez a folyamat egyrészt szabatosabba és szamszertisit-
hetové teszi a kozgazdasagtant, masrészt oncéli matematikai ujjgyakorlatta silanyithatja
azt. Remélem, az el6adandé modellek valéban segitenek a valésag jobb megértésében és
a matematika viszonylag 1j alkalmazasainak elsajatitasaban.

Nem kovettem a hagyomanyos kozgazdasagi tankonyveket, amelyek eleve mikro- és
makrorészre kiiloniilnek el. (Ett6l fiiggetleniil érdemes elolvasni egy jé kozgazdasdgi be-
vezetést, pl. Horvath Aron ajanlotta a figyelmembe a The Core Teams: The Economy c.
konyvét, amely a vilaghalérdl is letolthets.) A mikréban az egyéni fogyasztdi és termeléi
valasztas utan eljutnak a piaci egyensulyhoz; a makroban pedig a novekedés és az inflacié
utan az egyéb problémakhoz. A témaék kivélasztasakor legfontosabb szempontom az volt,
hogy lehetéleg kozépiskolas szinten érthetd, ugyanakkor érdekes és fontos modelleket mu-
tassak be. Az utolsé pillanatban még egy jarvanymodellt is sikertilt becsempésznem a
konyvbe.

A bemutatott modellek egy részét a KéMaLban (Kézépiskolai Matematikai és Fizikai
Lapok) mar publikdltam. Ezek és mds modellek bonyolultabb véaltozatban el6fordultak
tarsszerzokkel rott cikkeimben. Ehelyiitt mondok koszonetet tarsszerzéimnek abécé sor-
rendben: Czeglédi Tibornak, Es6 Péternek, Garay Barnabasnak, Kiraly Balazsnak, Kiraly
Julidnak, Molnar Gyorgynek, Szabé Endrének, Tir Melinddnak és Téth Janosnak. Méro
Laszlé konyvét (Mérd, 1996) szabadon hasznéltam a jatékelméleti bevezetében, és Es6
Péter is segitett kigyomlalni néhany banté pongyolasagot.

Hélaval tartozom Halpern Laszlénak, Katona Tamésnak, Kiraly Julidanak, Oblath
Gébornak és Rézmovits Addmnak egy-egy adatsorért, Ferenczi Miklésnak a val6szintiség-
szamitasi, Fleischer Taméasnak a kozjavakrol szol6 gondolataiért, Korosi Gabornak és Vin-
cze Janosnak a statisztikai rész konstruktiv biralataért, Polényi Janosnak a jarvanytigyi
részhez flizott tandcsaiért, Réti Janosnak a nyugdijrészek kommentalasaért. Kiilonleges
koszonet illeti Horvath Dianat, Juhédsz Péternek, Kirdly Juliat, Racz Andrast, Simon-
ovits Miklost, Szabd Juditot és Széphelyi Attilat, akik a konyv egy-egy kordbbi valtozatat
részletesen atnéztek. Sokat tanultam Téth Attilatdl (Fazekas Mihaly Gyakorlé Iskola 11.
évfolyamos didkja), akivel hénapokon at hetente 1-1 éraban atbeszéltiik az anyagot. Kollg
Janos gyozott meg arrél, hogy az abrak ebben a konyvben is nélkiilozhetetlenek; kivite-
lezéstik Fried Katalint és Juhasz Lehelt dicséri. Halas vagyok Draga Baldzsnak, Hamori
Veronikanak, Pataki Janosnak (kozépiskolai tanaroknak) és Lovics Gébornak, valamint
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Somlai Péternek, akik figyelmeztettek arra, hogy konyvemben milyen nehézségekkel talalja
szembe magat egy kozgazdasagban jaratlan onallé olvaso: példaul mi egy absztrakt di-
namikus rendszer, mi az arszabalyozas? Kiilon nehézséget jelenthet a szoveg tomorsége.
Sajnos, csak részben sikeriilt eleget tennem kritikai észrevételeiknek. A megmaradd hiba-
kért kizardlag a szerzot terheli a felelosség.

Szamos hazai és kiilfoldi egyetemen tanitottam didkokat és tanultam didkjaimtol.
Koszonet illeti a jelenlegi Budapesti Corvinus Egyetemet, a Rajk Laszlé Szakkollégiumot,
a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetemet és a Kozép-Eurdpai Egyetemet
(CEUt) a tanitési és tanuldsi lehetGségekért. Egyes fejezetek frasat a K 108668. és a
129078. palyazat tamogatta.

A konyv szamos példat és feladatot tartalmaz, ez utébbiak megolddsa a konyv végén
taldlhat6. Azt tandcsolom az Olvasénak, hogy eloszor probélja meg a feladatokat sajat
maga megoldani, és csak kello6 mennyiségii probalkozas utan forduljon a feladatmeg-
oldasokhoz. Néhany feladat megoldasdhoz szamitogépes programra van sziikség, ezek
megirasat nyomatékosan javaslom. A 18. és 19. fejezet statisztikai feladatainak meg-
oldasahoz ingyen szoftverek is rendelkezésre allnak. A nehezebb fogalmakat a konyv
végén fogalomtarban foglalom 6ssze.

Mivel tankonyvrol van szé, foloslegesnek tartottam részletes hivatkozasjegyzékkel ter-
helni az Olvasét. Csak néhany esetben tiintettem fol a forrast, példaul a tarsszerzos vagy
a KoMaLban megjelent cikkeimet. De nem fukarkodtam a modellek kapcsan nevekkel
és az évszamokkal, ezek alapjan az Olvaso a vilaghdlén tovabb érdeklodhet, s lathatja a
fejlodés kanyargos tutjat.

Sajat kozépiskolai élményeim alapjan meg vagyok gyozodve arrél, hogy a konyvet
— részben vagy egészben — érdemes lenne kozépiskolds matematikai szakkorokon fel-
dolgozni. Bér az itt eléadott témédk gyakran nélkiilozik a tiszta matematika elegan-
cidjat, elosegithetik az alkalmazott matematika jabb lehetoségeinek megismerését. De
a kozeljov6ben legfeljebb egy-két ilyen szakkorrel szamolhatok (2019. szeptemberében a
Fazekasban elindult az els6 szakkor), ezért az olvasdk jelent6s része nem mondhat le a
konyv tartalméanak onallé elsajatitasarol. Két megjegyzést tennék a matematika fizikai és
kozgazdasagi alkalmazasanak kozépiskolas fokon addédo kiilonbségérdl: 1. mindenki tanul
fizikat, nagyon kevesen tanulnak kézgazdasagtant (ez utébbi egyébként kikiiszobolendé hi-
ba); 2. bizonyos fizikai fogalmak (tehetetlenség, munka stb.) ellentmondanak a hétkozna-
pi tapasztalatoknak, mig a zsebpénzét beoszto és palyat véalasztd kozépiskolasnak nehéz
kozgazdasagi feladatokat kell megoldania.

A tartalomjegyzékben *-gal jelolt fejezetek vagy alfejezetek viszonylag nehezek, elsd
olvasésra kihagyhatok.

Kiegészitésként megemlitem, hogy egyes témak vetitéses kidolgozdsa megtaldlhaté a
honlapomon:

https:/ /kozgazmodellek.wordpress.com/

kedvesinalo: komall, 3. fejezet: jatekl, 8. fejezet: moral, 9. fejezet: nep-sl, 10.
fejezet: nyug-sl és csebisev, 11. fejezet: onkent, 12. fejezet: valind-szirak, 13. fejezet:
jelzalogl, 14. fejezet: karrow.

Kérem az olvasdkat, hogy megjegyzéseiket jutassik el a kovetkezo cimre:

simonov@econ.core.hu

Ko6szonettel

Simonovits Andras
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Gorog kisbetiik

A konyvben sokszor hasznalunk gorog kisbetiiket, féleg egytitthatok jelolésére. Igyeksziink
ugy megvalasztani 6ket, hogy ,rimeljenek” a megfelel6 latin bettire: példaul = és £. A
kozépiskolasok egy része nem ismeri az Osszes gorog kisbetiit, ezért a gorog abécé sor-
rendjében sorfolytonosan nevesitve felsoroljuk Oket.

Gorog betik listdja

a = alfa £ = béta v = gamma 0 = delta € = varepszilon
¢ = dzéta n = éta 0 = teta L = jbta k = kappa

A =lambda  p = mi v =nl & = kszi ¥ = vartheta

T = pi p=r16 o = szigma T = tau @ = varfi

x = khi W = pszi w = omega

Néha gorog nagybetiit is hasznalunk, mindenekel6tt a nagy szigmat az (a;) szamok
Osszegének a jelolésére: Y " a; =a; + - - +a; + -+ + a,, de Q = nagy omega.

Fontosabb jelolések jegyzéke

Memorizélast megkonnyitendo, alkalmanként a valtozé angol nevet is megadjuk. Sajnos,
a szokas és a memorizalhatosag kedvéért idonként még egyes fejezeteken beliil is azonos
betiit kell alkalmaznnk kiilonb6zo valtozdkra, de az alfejezeteken beliil ilyen egybeesés
nincs. A sorvégi iires négyzet a bizonyitas végét jeldli.

Altalanos jelolések

t = id6szak (time) indexe x; = t-edik éllapot

i = szerepl6 (tipus) indexe fi = i-edik tipus részardnya

a, b, ¢, d = egyttthatok p, q = valosziniiségek

° = optimélis/egyenstlyi * = normélis (egyensulyi) érték
T =1x— 2° = eltérés P = periodus

x = fliggetlen valtozo y = fiiggo valtozd

x, y = fogyasztasi par m = jovedelem

p, q = arak (price) P = ar

u = hasznossagfiiggvény «a = preferenciastily

w = szuperbruttd bér (wage) v = létszam novekedési egytitthatd
7 = nyugdijjarulék-kulcs 0 = adodkulcs

L = alacsony tipus indexe (low) H = magas tipus indexe (high)
E = vérhato érték D = széras

e = relativ hatékonysag f = fuggvény

Y = GDP (kibocsatas)
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2. fejezet. Egyszert linearis dinamika

A = egylitthaté

S; = mértani sor Osszege

K = t6ke (capital)

I = beruhdzas (investment)

J = tagorszag indexe

yj+ = a tagorszag fejlettsége

N;; = a j-edik tagorszag létszama

" = a kivéalas utani mutatok

D = kereslet (demand)

P = arvéarakozas

D = adésség (debt)

B = koltségvetési egyenleg (balance)
d = adodssagrata

r = kamatléb (rate)

G = novekedési egyiitthaté (growth)

B = allando

A = megoldasi hanyados

s = megtakaritdsi hanyad (saving)
k = reakcidegyiitthatd

J = a tagorszagok szama

y; =atlagos fejlettség

N; = az unié 0sszlétszama

v, = a kilépd tagorszag relativ silya
S = kindlat (supply)

w = adaptéciés suly

E = elsddleges egyenleg

e = egyenlegrata

R =1+ r = kamategytitthato

p = R/G = relativ kamategytitthatd

3. fejezet. Jatékelméleti bevezeto és optimalizalds

s = stratégia
p = valdszintliség

S = stratégiahalmaz
q = valészintliség

A = szamtani kozép G = mértani kozép

A = stly

4. fejezet. Bonyolultabb linearis dinamika

A; = elso egyiitthato

Ar = alapmegoldas hanyadosa

n = a skalarvaltozok szama

x, = a transzformdlt i-edik valtozd
¢ = alapmegoldés egyititthatéja

P = peridédus

0 = fazisszog

I = beruhazas

1) = lizembe helyezési arany

£ = akcelerator

Ag = masodik egytitthatd
& = alapmegoldas egyiitthatéja
r; = az i-edik valtozd

d; = szomszédok tavolsaga
r = amplitudo

© = szogsebesség

a = csillapitasi egyiitthatd
C = fogyasztés

A = autoném

v = fogyasztasi hajlandésag

5. fejezet. Fogyasztoi dontések és hasznossdagmaximum

e = arrugalmasség (elasticity)
M = 0sszjovedelem

MU,
¢ = jelen fogyasztas

e = késobbi fogyasztas

0 = leszdmitolasi egyiitthato
w = életpalya-kereset

(discount)

n = jovedelemrugalmassag
M, = stlyozott 0sszjovedelem

= %U (z,y) = x szerint hatarhaszon

d = jovo fogyasztas

s =megtakaritas (saving)

vil

¢ = hiperbolikus leszamitolasi egytitthato



6. fejezet. Véllalati dontések

F = termelési fiiggvény

K = t6ke (capital)

a, f = egyiitthaték

G, = x novekedési egyiitthatdja
k = K/L = tékeellatottsdg

C' = koltség (cost)

M = monopdlium

@ = kibocsétas (quantity)
L = munka (labor)

g = = novekedési iiteme

[ = L/Y = munkaigény

m = profit

C = verseny (competition)

7. fejezet. Stabilitds, ciklus és kdosz

f,g = figgvény L = tagulasi korlat
@, = szogsebesség P = tervezett (planned)

8. fejezet. Adémordl és addzas: harom modell

d = széras h = max-min hanyados
I = tipusok szama  pu = adomoral

v = alapjovedelem e = jovedelem-eltitkolds
Wy, = minimalis bér wy = maximalis bér

9. fejezet. Népességdinamikai modellek (fh.= fiiggéségi hanyados)

N = népességszam

E = haldlozasi szam (exit)

b= B/N = sziiletési arany

M = dolgozok szama

k = K/M = fiatalkori th

d= (K + P)/M =teljes th

(Q = munkaba lépés kora

D = haldlozasi életkor (death)
© = teljes termékenységi arany

B = sziiletésszam (birth)

K, = gyermekszam (kid)

e = E/N = haldlozési ardny

P = nagysziil6k szama (pensioner)

p = P/M = idéskori fh

fr = k gyermekesek ardnya

R = nyugdijba vonuldsi kor (retirement)
F = sziilési kor

d = differencidl

10. fejezet. Elemi tb-nyugdijmodellek

u = brutté bér

b = nyugdij (benefit)

1 = munkarészvételi hanyados
p = rendszer-fliggdségi hanyados
( = munkaba lépési életkor

D = halélozasi életkor (death)

v = nettd bér

~v = helyettesitési arany

¢ = nyugdijjogosultsagi hanyados

x = demografiai mutatok jele

R = nyugdijba vonulasi kor (retirement)
z = életpalya-egyenleg

11. fejezet. Onkéntes nyugdijrendszer

S = szolgalati id6

n =S/T = eltartasi ardny
a = tamogatasi arany

e1 = bels6 szérds (internal)
e = életpélya-fogyasztas

T = nyugdijban toltott ido
p = munka/felnétt élettartam
v = megtakaritasi hajlandésag
eg = kiils6 szérds (external)
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12. fejezet. Nyugdijindexalas

G = halmozott novekedési tényezd
S = szolgalati id6

P, = arszint

b; = folydaras nyugdij

b] = bérindexalt nyugdij t-ben

E = munkavallalé indexe (employee)
k = életkor,

~v = altalanos helyettesitési arany

T = nyugdijban toltott ido

n = S/T eltartasi ardny

v, =folydaras netto bér

by = arindexalt nyugdij t-ben kezdve
F = munkéltaté indexe (firm)

bir = k éves nyugdij, t-ben

t = bérindex silya

13. fejezet. A jelzaloghitel elemi modelljei

R = nominélis kamategytitthaté
T = futamid6

P, = halmozott arindex

E = érfolyam (exchange)

r = R/p = redlkamat egyiitthat6
d = realtartozas

b = realtorlesztés

x* = deviza valtozé

B = nominalis torlesztorészlet

D, = tartozas (debt)a t-edik idGszak végén
p = inflacids egytitthatd

F' = realarfolyam

p = forintos ekvivalens kamat eh.

e = F/E_; = relativ arfolyam-véltozas
Z = forintositott devizaviltozd

14. fejezet. Egy altalanos egyensulyelméleti modell

h = a haztartds (household) indexe

v, = a v termék kezddkészlete
xp = a v termék cseréje
n = termékek szama,
¢; = tb-koltség
az i-edik szereplonél
¢; = az 1 + l-edik
magankoltsége

wp, = a w termék kezddkészlete
yn = a w termék cseréje
H = szereplok szama
d; = magankoltség
az i-edik szereplonél

15. fejezet. Egytitt él6 nemzedékek modellje

y = fiatalkori jovedelem
R = kamat egytutthaté

z
9

idoskori jovedelem
atmenet fiiggvénye

16. fejezet. Valdszintiség-szamitési bevezetés

w; = 1-edik elemi esemény

A, B = események

() = kizdrt esemény

g; = masik peremeloszlds

X, Y = valdszintiségi valtozd

i = varhato érték

a, f = atmeneti valészintiségek
P(-) = valdszintiség (probability)

p; = 1-edik elemi valdszintliség

(2 = biztos esemény

ri; = egylttes eloszlds
S, = étlag

o = szoras

Dk,n = binomidlis eloszlas
€ = eltérés

1X



17. fejezet. Biztositas és szerencsejaték

d = kéar (damage) w = vagyon (wealth)

h = biztositéi haszon 7 = haszonkulcs

p = karvaldészinliség e = biztositési dij

s = onrészesedés p = moralis kar egytitthato

¢ = fogadési dij b = nyeremény

18. fejezet. Regresszidszamitas és korrelacio

m = tomeg (mass) h = magassag (height)

X = figgetlen valtozd Y = fligg6 véltozo

[ = regresszios egyiitthato a = regressziés allandé

e = hiba r = korrelacios egyiitthato

F = apa (father) magassiga, S = fil magassdga (son)

19. fejezet. Regresszidszamités kozgazdasagi alkalmazdasai

y; = GDP /6 P; = arszint
(? = munkaba 1épési kor R = nyugdijkor
S = szolgalati id6 p = folytonossagi egyiitthato

20. fejezet. Jarvany és valsag

sy = a megfertézhetok részardanya i, = a fertézok részaranya

ry = a gyogyultak részaranya
B = fertézési rata ~v = gyogyulasi rata




1 BEVEZETES

1. Bevezetés

A konyv bevezetGje két alfejezetre oszlik. Az 1.1. alfejezetben roviden elmondjuk, hogy
miért fontosak a kozgazdasagtani modellek. Az 1.2. alfejezet attekinti a konyv legfonto-
sabb gondolatait.

1.1. Miért fontosak a kozgazdasagtani modellek?

A modern vildgban minden feln6ttnek gyakran kell gazdasagi dontéseket hoznia: milyen
foglalkozast valaszt, hol telepedik le, milyen valutaban adésodik el, mikor megy nyugdijba
és sorolhatnank az elottiink allo kérdéseket. Persze, az emberek tobbsége vilagszerte
tajékozatlan, még a részvényt és a kotvényt sem tudja megkiilonboztetni, zavarba jon
a kamatos kamattol stb. Ennek ellenére a feln6tteknek valamilyen elképzelésiik van a
vilagrél, és ez alapjan dontenek a kiilonféle kozgazdasagi kérdésekrél. A népességben
torpe kisebbséget alkotnak a kozgazdéaszok; 6k azok, akik azzal dicsekszenek, hogy értenek
a kozgazdasdgtanhoz. A hozzaértés egyik (de nem sziikséges és nem is elégséges) jele,
hogy elképzeléseiket nyilvanossagra hozzéak, sot kovetkeztetéseikhez modellek segitségével
jutnak el. A | profikon” kiviil a matematikailag nyitott kozembereknek is érdemes lehet
betekinteni a kozgazdasagtani modellekbe. A jové matematikusainak pedig hasznos egy
1j alkalmazasi teriilettel megismerkednitik.

De mi a modell? A valdsdgos folyamatok és Osszefliggések leegyszertsitett képe. In-
duljunk ki egy egyszerti modellbdl, a londoni metrévonalak sémajabdl, amely a vilagon
elsoként abrazolt metrohdlézatot attekinthetden, de leegyszerilisitve és torzitva. Egy
vildaghalos cikk részletesen leirja a kiizdelmet, amelynek végén a sémat elfogadtak, hogy
azdta a vilag szamos metrétérképét (a mienkét is) hasonléan készitsék el. A metrotérkép
csak a megallokra és a csatlakozasokra koncentrél, a valédi tavolsagokat nem aranyosan
mutatja. Ezért marad attekintheto.

Ahogyan a térképek a foldrajzi valdsag egyszeriisitett képei, a fizikai (példaul Galilei
lejtéje, 1638 elétt), kémiai (példdul Dalton atomelmélete, 1802), kozgazdasdgtani (Walras
piaci drmechanizmusa, 1874-1877) stb. modellek a megfeleld targykor egyszertisitései. A
térképhez hasonléan a jé modell segit, a rossz modell akadélyoz a tajékozddasban. Mar
az Okorban is voltak elméleti és gyakorlati modellek (a kozmolégidban, a statikdban), de
széles korben csak az utébbi évszazadokban terjedtek el a természet-, majd a tarsadalom-
tudoményban.

Mindenképpen kiilonbséget kell tenniink a természet- és a tarsadalomtudomanyi mo-
dellek kozott. Egyrészt a természettudomanyban tipikusan sokkal egyszertibb jelenségeket
és folyamatokat modelleznek, mint a tarsadalomtudomanyban. (A Naprendszer bolygoinak
mozgasa sokkal egyszeriibb és sokkal véltozatlanabb, mint egy piac draié!) Madsrészt a
természetben dltalaban sokkal konnyebb és olcsébb kisérleteket végezni, mint a tarsadalom-
ban. Harmadrészt, mig a természettudoméanyban az elmélet nincs befolyéssal a vizsgalat
targyara, addig a tarsadalomtudomdanyban erds a befolyds. (Példdul a Fold ugyantigy
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keringett a Nap koriil Kopernikusz el6tt, mint utana; de a kell6 feltigyelet nélkiil hagyott
jelzdlog-piacok az elméleti tisztdzatlansag miatt komoly valsdgot okoztak napjainkban.)

A j6 kozgazdasdgi modellek is elvonatkoztatnak a vizsgalt jelenségek lényegtelen részle-
teitol. A lényeges Osszetevokre és kapcsolatokra egyszeriisitve a problémat, tomor ma-
gyarazatot adnak egy jelenségre. Példaul, a keresleti és kinalati fiiggvény bevezetésével
érthetové valik, hogy jol miikodo piacokon létezik olyan ar, amely mellett a kereslet és
a kindlat egyensilyban van. (Ez a mechanizmus sem miikédott a szocializmusban. Aho-
gyan a korabeli vicc mondta: a szocialista hianygazdasdgban egy fiirt bananért is a Bécsi
ut masik végébe, Bécsbe kellett utazni!)

A rossz kozgazdasagi modell viszont a lényeget hagyja figyelmen kiviil, és leragad a
méasodlagos jelenségeknél. Példaul a modern kozgazdasagtan egyik ikonja, Robert Lucas
1987-ben , kiszamitotta”, hogy a II. vilaghabori utdni amerikai visszaesések tarsadalmi
koltsége (joléti vesztesége) minimadlis, azaz ha lenne egy tokéletes jovedelembiztositds
(vo. 17.2. alfejezet), akkor szinte ingyen ki lehetne simitani a gazdasdgi hulldmokat
(v6. 4.4. alfejezet). Az ,egyszerliség kedvéért” (hogy szémolasa elférjen egy boriték
hétén) eltekintett attél, hogy a tarsadalom nem homogén, és egy csédbe mend ipardg
valsagovezetben laké munkésa egészen masképpen éli at az idéleges visszaesést, mint a
Chicagoéi Egyetem Nobel-dijas professzora. Ha ezt a bonyodalmat figyelembe vessziik,
akkor a tarsadalmi koltség biztosan szamottevé (v6. 17.2. tablazat).

Megismételjiik: minden modellkészitének egyensiilyoznia kell az egyszeriiség és a re-
alizmus kozott. Példaul amikor azt vizsgaljuk, hogyan fligg egy termék iranti kereslet a
termék aratol, akkor gyakran eltekintiink bizonyos minoségi és teriileti kiilonbségektol:
példaul a magasabb oktanszamu benzin dragabb, mint a normal; a benzin ara adott
idépontban valtozik a kit helyétél fiiggben (az autépédlyan dréagabb). Ezeken a kiilonb-
ségeken tullépve igaz, hogy amikor a benzin ara csokken, akkor novekszik a fogyasztasa.
(Kivétel a koronavirus, mert eltolédik a keresleti gorbe: az emberek nem jarnak dolgozni
sth.)

Honnan lehet tudni, hogy egy modell jé-e vagy rossz? Sziikséges-e, hogy valésaghiiek
legyenek a feltevései, vagy elegendd, ha az elorejelzései jok? A 20. szazad sztarkozgazdésza,
Milton Friedman nevezetes 1953-as cikkében amellett érvelt, hogy felesleges a feltevések
realizmuséra torekedni; elegendd, ha a modell jol jelzi elore a magyarazando jelenségeket.
(Mivel Friedman kivételes kozgazdész volt, konkrét modelljeiben ritkdn tévedett.) Koop-
mans (1957) és Kornai (1971) nem fogadtak el Friedman alldspontjat, és hangsulyoztak,
hogy a kozgazdasagtan nemcsak elOrejelzésre szolgal, hanem a valdésag megértését is
elésegiti. Marpedig ha a valdsdgtol idegenek a feltevések, akkor a modell akadalyozhatja
a megértést, és az esetleges sikeres elérejelzés lehet csupan véletlen (,vak tyuk is talal
szemet” ). Es hogyan valasztunk két modell k6zott, ha hasonlé elérejelzéseket adnak?

1.2. Legfontosabb gondolatok

A konyv a Bevezetésen (és az Utdszon) kiviil 19 fejezetbél all, amelyek egymastdl jelentés
részben fliggetlentil olvashaték. Nem probédltam meg a hagyomanyos kozgazdasigtani
bevezetéseket kovetni, inkabb a matematikai nehézségek novekvo sorrendje szerint halad-
tam. Igyekeztem minden modellt szamokkal kitolthetoen megadni, viszont kevés dbrat
szerepeltettem. Lehetséges, hogy a konyv tilzottan tiikrozi sajat felfogasom, de remélem,
hogy hasznosan egészitem ki a hagyomanyosabb targyalasokat.

A konyv legfontosabb gondolatai a kovetkezoképp foglalhaték Ossze.

e Optimalizalas. A hagyomanyos kozgazdasagtan legkedvesebb témakore az egyéni
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valasztas, optimalis dontés. Hogyan osztja meg havi jovedelmét egy csalad az élelem, a
ruhazkodas és a lakas kozott? Hogyan dont egy vallalat arrdl, hogy mennyire gépesiti a
termelést? Mindkét tipusu szereplok feltételek mellett optimalizaljak a célfiiggvényiiket.
Ezek a modellek érdekes és fontos eredményeket adnak. Kiilondsen fontos a piaci elosztas
vizsgalata, ahol az eladdk és a vevok — felsé beavatkozéas nélkiil — sajat érdekeiket kovet-
ve cserélik aruikat és szolgaltatasaikat. Ebben a keretben az altalanos egyensulyelmélet
kimondja, hogy bizonyos feltételek mellett a piac optimalis, tehat egy felsobb szerv sem
tudna jobb elosztast kitalalni — ez a gondolat minden szabad tarsadalom egyik alappillére.
Ugyanakkor ezek a modellek gyakran eltilozzak a dontéshozdk racionalitdsat. (Ma mér a
kozgazdaszok modellezik a korlatozott racionalitast is: az un. hiperbolikus leszamitolasnal
a fogyaszté minden idGszakban a kovetkezo idoszakra halasztja az idoskorra sziikséges
megtakaritdst.) Hasonl6 hiba azoknak a kortiilményeknek az elhanyagoldsa, amelyek miatt
a piaci onszabdlyozas jelentos kiegészitésre szorul: nyomor, kornyezetszennyezés, verseny-
korlatozas stb.

e Dinamika. Meg vagyok gyozddve arrdl, hogy a kozgazdasigtanban még ma is
tulteng a statikus megkozelités, ahol a dontések idétlenek. Ennek ellensilyaként mar a
konyv elején elkezdjiik a dinamikus modellek tanulmanyozasat, ahol a rendszer allapota
id6szakrdl idészakra véaltozik: a mult hatarozza meg a jelent. Alkalmazasi teriileteink:
novekedés, arigazodas, allamaddssag valtozasa, és beruhédzasi ciklusok — el0szor a linedris
modellekre szoritkozva, ahol az egyensilytél mért kezdeti eltérés megkétszerezése a tobbi
eltérést is megduplazza. Altalaban idSben allandé egyutthatos rendszereket vizsgalunk,
de a nyugdijindexdlas kérdéskorében kénytelenek vagyunk idoben valtozo egyiitthatdkra
kiterjeszteni az elemzést.

Kiilon kiemelem a nemlinedris dinamikus modelleket. A ciklikus folyamatok (ahol
az allapotsorozat egy id6 utdn megismétlédik) targyalhaték linedris keretben is, de ez
a kozgazdasigtanban pengeélen téncold feltevéseket igényel. (A Naprendszer bolygdi
évmilliardokig keringenek a Nap kortil — alig valtozé palydkon, a kozgazdasagi folyama-
tok mechanizmusai szinte évrél évre valtoznak.) Ezért érdemes nemlinedris keretben is
targyalni a ciklusokat, ahol sokkal természetesebbé és robusztusabbd (a feltevésekre nem
tul érzékennyé) vélnak. Emellett megjelennek az tn. kaotikus folyamatok is, amelyek
korlatosak, de tomérdek egymaéshoz nagyon kozeli allapotbdl indulé palyapar is idénként
nagyon eltavolodik egymastél. (Ha csak egy érzékeny éllapot van, mint példaul a merev
inga fels6 egyensilyi pontja, az még kezelhetd.) Az érzékenység miatt a kezdéallapot legki-
sebb megfigyelési hibdja is megneheziti, s6t kizarja a hosszabb tavu elérejelzést. (Id6jaras
esetén a hosszabb tdv 10 nap!) Nemlinedris dinamikahoz jutunk a csak haladé kurzusokon
targyalt egyitt élo nemzedékek modelljében és a szomorian idészer jdrvanymodellben is.

e Allam /Korményzat. Az altaldnos egyensiilyelmélet egyik hidnyossaga, hogy nem
garantalja: minden részvevo elegendo jovedelemhez jut. A modern allamokban a jovedel-
meket legegyszeriibben személyi jovedelemado kivetésével lehet tjra elosztani, amelybdl a
kormany alapjovedelmet ad, és az dllampolgarok ingyenes szolgaltatasokat vasarolnak. Az
ujraelosztasnak azonban korlatot szab a dolgozok reakcidja: a tilzottnak érzett adoztatas
esetén nem dolgoznak eleget, és elégtelen adomoral miatt eltitkoljak addkoteles jove-
delmiik egy részét. Az itt targyalt modell megadja, hogyan kell a korményzatnak korlatoz-
nia oOnmagat, hogy a két szempontot — elégséges minimaljovedelmet és elegendoé adébevételt
— harmonizalja.

Sajat érdeklodésemet kovetve tobb fejezetben is modellezem a nyugdijrendszert. A
kotelezo tb-rendszerben elvben a mindenkori dolgozék jarulékabol fedezik a mindenkori
nyugdijakat. Ezért fontos a teljes népességen beliil az iddsek és a fiatalok 1étszamaranya
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(a demogréfia). Bonyolultabb elemzésben figyelembe kell venniink, hogy az id6ben és
egyénileg valtozo nyugdijba vonulasi kor osztja ketté a két korosztalyt nyugdijasokra és
dolgozdkra.

Csak futélag modelleztem a maskiilonben nagyon fontos és érdekes egészséqguigyi biz-
tositdst. A legtobb fejlett orszagban van kotelezo egészségligyi biztositas, és ahol nincs,
az Egyestilt Allamokban7 ott hidnya sok gondot okoz.

e Véletlen jelenségek. Az egyszeriiség jegyében hajlamosak vagyunk elhanyagol-
ni a véletlen jelenségeket. Pedig mar a bevezeto jdatékelméleti modellben is sziikség van
véletlen dontésre, példdaul, hogy ellenfeliink eldl eltitkoljuk szandékunkat (jobbra vagy
balra rigom a biintetot, jobbra vagy balra vet6dom). Az egészségiigyi biztositasban is
az okozza az egyik nehézséget, hogy a biztosité nem tudja, milyen az egyes biztositottak
egészségi allapota, mikozben a biztositottak tudjak. Ez az aszimmetrikus informaécio
megakadalyozhatja, hogy az onkéntes egészségiigyi biztositas eléggé széleskori legyen.

A véletlen matematikdjat valdszintség-szamitdsnak nevezik, amely egyszeri és gyak-
ran ismétlédo események valdszintiségébol kiszamitja a bonyolultabb események valé-
szintiségét. Konyvink megprobalja a valdszintiség legfontosabb fogalmait egyszertien,
de szabatosan targyalni. Példaul a vdrhato érték mellett elemezziik a szordst, a fiigget-
lenség mellett a korreldciot. A nagy szdmok eqyik térvényét is levezetjik: ha egyforma
és fiiggetlen korlatos valdszintiségi valtozok atlagat vessziik, akkor a szamtani kozepek a
varhat6 értékhez tartanak. (A koronavirus viszont egy olyan katasztréfa, amelyre nem
alkalmazhaté a valdsziniiség-szamités. )

A valdszintiség-szamitas egyik legfontosabb kozgazdasagi alkalmazésa a biztositas,
amely nagy szamu, osszességében kicsiny és fiiggetlen karesemény centralizalt kartéritését
jelenti. A klasszikus (hagyomanyos) biztositas mellett fontos morélis kockazatot és kont-
raszelekciot is modellezziik: az elébbiben a biztositott hanyagabban védi a biztositott
targyat, az utébbiban a rossz kockazatok a biztositotti korben tulstulyba kertilnek.

Eljutottunk a matematikai statisztikdhoz is, amely kiegésziti, szinte megforditja a
valoszintiség-szamitast. Itt a bonyolultabb valdszintiségek ismeretébol kovetkeztetiink
vissza az egyszeriibbekére. Vezeto példank a testtomeg linearis fliggése a magassagtol:
ez a regresszidészamitas. Egyik kozgazdasagi alkalmazasunk: minél fejlettebb egy orszag,
statisztikusan annal magasabb az arszintje.

e Heterogenitas. Mig a fizika meglehetosen homogén rendszerekkel foglalkozik, addig
a kozgazdasagtanban a heterogenitas az uralkod6. Példaul amikor Newton 1680 koril a
Fold Nap koriili keringését vizsgalta, homogén gombnek vette a hatalmas Napot és a nala
kb. 100-szor kisebb atméréjii Foldet, és belatta, hogy a tomegvonzas 1gy hat, mintha
mindkét égitest kiterjedés nélkiili lenne.

Amikor makromodellekkel dolgoznak, a kozgazdaszok is gyakran homogenizédljak a
gazdasagot. Felteszik, hogy van egy reprezentativ fogyasztd, akinek a fogyasztasat meg-
sokszorozva, megkapjuk az egész gazdasag fogyasztasat. Bizonyos esetekben, példaul ami-
kor a beruhézasi ciklusokat akarjuk megmagyarazni, jo szolgalatot tesz ez a megkozelités.
Gyakran azonban durva tévedéseket okoz. Az el6z6 alfejezetben mér taglaltuk, hogy pl.
feleslegesnek mutatja az anticiklikus politikat, azon beliil is a jovedelem-tjraelosztést.
Most tjabb példakat hozunk, amikor a heterogenitédst figyelembe kell venni.

A jovedelemeloszlas és adobevallas elemzésében az adé eleve azt a célt szolgalja, hogy
csokkentse a kiinduld jovedelemegyenlotlenségeket. Nem meglepo, hogy minél kisebb
a medidnjovedelem az &atlaghoz képest, annal nagyobb addkulcsot érdemes kiréni az
allampolgarokra, Az viszont meglepd lehet, hogy a legkisebb jovedelmii csoport jolétét
maximalizalé korméanyzatnak az adomoral gyengiilésekor nem nagyobb, hanem kisebb
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addkulesot kell kirdni.

e Kolcsonhatasok. Amikor Newton 1680 koriil megalkotta a Naprendszer dinamikai
modelljét, jo kozelitéssel egymastdl fiiggetleniil vizsgalhatta az egyes bolygdk Nap koriili
keringését. Igy igazolta, hogy elsé kozelitésben a tomegvonzés hatdsdra a Fold egy olyan
ellipszispalyan mozog, amelynek egyik gytujtopontjaban a Nap all. Majd a Hold hatésat
bekapcsolva megmagyarazta a foldi arapaly jelenségét. De még a Naprendszer mozgasanak
teljes magyarazataban sem hanyagolhaték el a kolcsonhatdasok. A korabbi szamitdsok
hibait 1846-ban Leverrier ugy kiiszobolte ki, hogy feltételezte egy 1j bolygd, a Neptun
létezését, és helyesen megjésolta helyzetét egy adott idopontban. Majd a 20. szazadban
Kolmogorov, Arnold és Moser egyiitt igazolta, hogy nagy valészinliséggel a Neprendszer
évmilliardokig egytitt marad.

A gazdaségi élet egyik jellemzdje, hogy a részek viselkedésének ereddje gyakran mas,
mint az egészé. Példaul az 1929-ben a kezd6d6 Nagy Valsag idején az egyes orszagok
kormanyzatai koltségvetési megszoritasokkal prébéltak drra lenni a nehézségeken. Nem
vették figyelembe, hogyha csokkentik a béreket, és tomegesen bocsatjak el a kozalkal-
mazottakat, akkor cs6édbe mennek a fogyasztasi cikkeket eléallité gyarak és az arukat
értékesitd boltok. Rovidlatdéan emelték a vamokat, leértékelték sajat valutdjukat, hogy
segitsék a hazai ipart és mezégazdasagot. Szem eldl tévesztették, hogy a tobbi orszag is
hasonléan cselekszik, és csak egy ordogi kor indul be: a nemzetkozi kereskedelem Gssze-
zsugorodasat koveti a hazai termelés zuhanasa.

A részletes kifejtés el6tt azonban a koronavirus-jarvany példajan szemléltetjiik a mo-
dellek alkalmazasat.

A koronavirus-jarvany

A 2020. elején kitord koronavirus-jarvany jo alkalmat nyujt arra, hogy a fenti gondola-
tokat — némileg mas sorrendben — ezen a teriileten is szemléltessiik. A részleteket a 21.
fejezetben mutatjuk be.

e Dinamika. Minden jarvany dinamikus folyamat, hiszen kitorése el6tt mindenki
fert6zhetd, de nem fertozott volt, majd a fert6zés terjedésével a népesség egyre nagyobb
hényada vélt fertézotté, késébb gydgyulttd/halotta. A folyamat diszkrét idében (pl. na-
pi szinten) is lefrhat6. A folyamat nem linedris, mert az 0j fertézések szdma egyarant
aranyos a fertozhetok és a fertozottek szaméval.

e Allami teendSk. A jarvany elleni kiizdelem tipikus allami kozegészségiigyi feladat.
Ellentétben a piaci tranzakciokkal, a jarvany elleni védekezést nem lehet csak az egyénekre
hagyni: ha valaki sajat konnyelmiisége miatt elkapja a koronavirust, akkor nemcsak
magat, hanem masokat is veszélyeztet, hiszen megfertézheti azokat is. Az allamnak kell
eldéntenie, hogy mikor és milyen mértékii vesztegzarat alkalmaz, és tartat be. (Persze,
az allamnak vigyaznia kell, hogy ne akarjon olyan dolgokba is beleszolni, amely nem
tartozik rd.) A hatdsdgok zarlattal képesek lassitani a jarvany terjedését, ellapositva a
jarvanygorbét, biztositjak az egészségiigyi kapacitasok elégségességét, sot, idot nyerhetnek
a vakcina feltalalasara,

De jelent0s feladat harul az allamra a koronavirus okozta gazdasagi karok elharitasaban
is. Mennyire mentesiti a munkéjukat elvesztoket a tilélésben, illetve milyen tamogatast ad
a vallalatoknak, hogy az elégtelen kereslet és az akadozd alkatrész-ellatas miatt csokkeno
kinalat mellett veszteségeiket elviselhessék, és minél tobb dolgozojukat tarthassak meg a
valsag utanra?

e Optimalizalas. Az egyének a sajat jol felfogott érdekiikben betartjak a jarvanytigyi
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eloirasokat. De mindig marad valamennyi mozgasteriik, hogy eldontsék: mennyit mozog-
nak, mennyit dolgoznak, milyen kockazatokat vallalnak? A vallalatok is optimalizalnak:
milyen dolgozdkat tartanak meg, hogyan modosithatjék kinalatukat? Es az llam is op-
timalizal: milyen mértékii koltségvetési hianyt vallal a tulélés érdekében, anélkiil, hogy
tulzott terheket rakna a jovo nemzedékre?

e Heterogenitds. A hagyoményos jarvanymodellek csak minimélis mértékben vesz-
nek tudomast a jarvany heterogenitasarol: mindenkit a hidrom rekesz egyikébe tesz be-
le: fertézhetok, fertozéttek, és gyodgyultak. A valésdgban azonban e csoportok hete-
rogének: tagjaik nem egyforman fertozheték, nem egyforman fertéznek és nem egyforméan
gyogyulnak. Példaul a koronavirus elsésorban az idoseket, kiilonosen a koérhazban és
idésotthonokban tartézkodokat fenyegeti.

e Véletlen hatdsok. A koronavirusndl (de pl. a szexuélis betegségeknél is) 1éteznek szu-
perfertézok. Konkrét modellezésnél gyakran valdszinliség-szamitasi modszerrel becstilik
meg egy heterogén népesség fert6zoképességi eloszlasat. A jarvany elleni kiizdelem haté-
konysagat jelentésen noveli, ha sikeriil a szuperfert6zokre koncentralni az elharitast.

e Kolesonhatédsok. A koronavirus-jarvany terjedésére minden orszagban erGsen hatott,
hogy mennyire tartotta be a lakossag a jarvanytigyi el6irasokat. A vilagjarvany elsé hete-
iben az emberek mindeniitt meglehetésen konnyelmiien vették a fertézési veszélyt: Kina
messze van stb.. Aztan az egész vilag lathatta, hogyan pusztit a jarvany az Eurépaban
elsonek érintett Eszak—Olaszorszégban és Spanyolorszagban. A szerencsésebb orszagok
allampolgarai méas karan tanulhattak, és jelentos részben ennek tudhaté be, hogy Kelet-
Kozép-Eurépaban sokkal enyhébb volt a jarvany, legalabbis 2020. juniusaig.

Statisztikusan a lakossag egészségi allapota (példaul a sziiletéskor varhaté élettartam
vagy az egészségesen leélt évek szdma) egyiitt emelkedik az egy fére juté egészségiigyi
szolgaltatasokkal, ez utébbi viszont parhuzamosan névekszik a gazdasag teljesitményével.
Tehat ha jarvény elleni dontések miatt a gazdasagi teljesitmény 10%-kal visszaesik, akkor
az egészségligyi kiadasok is 10%-kal visszaeshetnek. Kérdés, hogy képes-e a kormany az
egészségiigyi kiaddsok allami részét ugy elosztani, hogy az ne rontsa tilzott mértékben a
lakossag egészségiigyi allapotat. Az sem magatdl értet6do, hogy valsag idején a szegényeb-
beknek marad-e elég pénziik a legsziikségesebb fogyasztas mellett a gydgyszerek kivaltasara.

A konyv lehetséges feldolgozasai

Bar a fejezetek jelentos részben fiiggetlenek egymastél, talan nem felesleges leirni néhany
lehetséges feldolgozast.

e Hagyoményos statikus anyag — (al)fejezetek: 2.3, 3, 5, 6, 8, 14

e Dinamika — fejezetek: 2, 4, 7,9, 12, 15, 20

e Nyugdij — fejezetek: 9, 10, 11, 12

e Véletlen jelenségek — (al)fejezetek: 2.1, 3, 16-19
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Végiil az 1.1. tablazatban a konyv legfontosabb modelljeit harom tulajdonsag szerint
soroljuk be: 1) optimalizalé vagy nem, 2) statikus vagy dinamikus, &) homogén vagy
heterogén szereplok.

1.1. tablazat. Fontosabb modellek és fobb tulajdonsagaik

Modell Optimalizal | Dinamikus | Heterogén
Novekedéselmélet -
Sertésciklus -
Allamadésség -
Jatékelmélet +
Beruhézasi ciklusok
Fogyasztas
Termelés

Adémoral
Népességdinamika -
Elemi nyugdijmodellek —
Onkéntes nyugdij + -
Nyugdijdinamika —
Jelzéloghitel —
Altaldnos egyensuly
Egytitt él6 nemzedékek
Biztositas
Szerencsejaték
Regresszioszamitas
Berkson-paradoxon
Jarvanymodell

H o+ o
4+ H 4+ 4
+

-+
o H R

+ +

+ 4+t
\
+ 4+t

\
+
\

Reméljiik, sikertilt felkelteni az Olvasé érdeklodését a kozgazdasagi modellek irant.
Bevezetésiink végére értiink, johetnek a részletek.
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2. Egyszeru linearis dinamika

A 2.1. alfejezetben bemutatjuk a kozépiskolabdl ismert szamtani és mértani sorozat
ygyartasi szabdlyanak” kozos altalanositasat, az allandé egytitthatos elsorendii linedris
differenciaegyenletet, ahol az 1j allapot az elozd allapot linedris fiiggvénye. FEnnek a
rendszernek is van zart alaki megoldésa, azaz a t-edik allapot t és egyéb paraméterek
fiiggvényében kozvetleniill meghatarozhaté. A matematikai eredményeket a kovetkezd
harom kozgazdasagi modellre alkalmazzuk.

A 2.2. alfejezet klasszikus (hagyomdanyos) novekedési modelljében a beruhazas a ter-
melés adott hdnyada, a termelés az eléz6 év végi tokével aranyos és a tokendvekmény a
beruhézassal egyenlo.

A 2.3. alfejezet piaci arigazodasi modelljében minden lépésben az ar aranyosan novek-
szik a tulkereslettel (vagy csokken a tilkindlattal). Korunkban példaul a legfontosabb
termékpar a kéolaj és a foldgdz. A nemzetkozi piacon harc folyik a kiilonb6z6 olaj- és
gaztermeld orszagok kozott (lasd 3.1. alfejezet), és ennek hatdsa alatt bonyolult médon
reagdl a piac a kereslet és a kinalat kiillonbségére. A magyar fogyaszté minden nap lathatja
a benzindrak valtozasat, de az arat modositja az egyes benzinkutak foldrajzi helyzete és
a kormany adopolitikéja.

A 2.4. alfejezet dllamaddssigi modelljében az adé- és jarulékbevételek altalaban (de
nem mindig) elmaradnak a kiaddsokt6l (amelynek jelent8s része lehet az addssag utan
fizetend6 kamat). Az igy keletkezd koltségvetési hidny évrol évre emeli az allamaddsségot,
de a GDP-hez viszonyitott értéke akkor is csokkenhet, ha hiany van.

2.1. Elsorendii linearis differenciaegyenletek

Tobb fejezetben sziikségiink lesz néhany dinamikai fogalomra és tételre. A hétkoznapi
id6fogalom folytonos: az év napokra, a napok érakra stb. oszlanak. A kozgazdasidgtanban
inkdbb a diszkrét (szakaszos) megkozelités gyiimolesozé: havonta fizetik a bért, évente ta-
karitjak be a termést, fogadjék el a koltségvetést, negyedszazadonként cserélédnek a nem-
zedékek. Technikailag is egyszer(ibb a diszkrét id6 alkalmazasa. (Bonyolultabb esetekben
az id6szakok hossza véletlen, de ezt a konyvben figyelmen kiviil hagyjuk.)

Dinamikus rendszerrol beszéliink, ha a rendszer korabbi idoszakbeli allapotai be-
folyasoljak a jelen idészak dllapotdt. Példaul mechanikai dinamikus rendszer a kerékpar,
amelyet a kerékparos a pedal taposdsaval, a kormany forgatasaval és fékezéssel irdnyit,
s 1gy egyik helyrél (allapotbdl) a mésikba (allapotba) jut el. Dinamikus gazdasagi rend-
szerre példa az idealizalt folydszamla: allapota az egyén bankegyenlegének ho végi értéke
az egy honappal korabbi szamlaegyenleg + kamat + a havi befizetések — kifizetések.

A dinamikus rendszer egyensulyi helyzetben van, ha az allapot onnan nem mozdul ki.
A mérleghinta vizszintesen egyensilyban van, ha két végpontjan egy-egy azonos tomegi
egyén il. 2019. janudrjaban a 320-as forint—euré-arfolyam pillanatnyilag egyensulyinak
volt nevezhetd, mert ezen az aron az eladdk kindlata és a vevok kereslete egyenld volt,
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az6ta mar 340-360 koriil mozog az arfolyam.

Stabil (pontosabban: aszimptotikusan stabil) az egyensilyi helyzet, ha kisebb kilengés
utan a rendszer allapota visszatér az egyensuly kozelébe. A surlédasmentes mérleghinta
instabil. A 2004-2008. évek 240 forint koriili eurd-arfolyama instabilnak bizonyult, mert
2008 szeptembere 6ta kimozdult onnan, és azéta sem tért vissza a kozelébe.

Homogén linedrisnak (egyenes aranyossagnak) neveziink minden f skaldr—skalar fiigg-
vényt, ha minden (z,y) és (o, 8) valés szamparra igaz a kovetkez6 azonossag:

flax + By) = af(x) + Bf(y).

Beldthatd, hogy ezt a szamegyenesen egyetlen folytonos fiiggvénysereg elégiti ki: f(x) =
Az. Inhomogén linedris esetben a felbontds csak o + 5 = 1-re all. Képletben: f(x) =
Ax + B. Mértanilag: barmely két fliggvénypont kozott hizott egyenes maga a fliggvény,
és homogén esetben az egyenes dtmegy az origdn.

Koznapi példak: amikor x kg almat vasarolunk, és 1 kg alma &ara p Ft, akkor a
teljes vételar px: homogén linearitds. Persze, sok esetben szerepel egy dllandé, példaul a
valutavaltasnal a bank egy fix 0sszeget hozzaadhat a fizetendo osszeghez. Ha a Fahrenheit-
skdlan megadott homérsékletet szamitjuk at Celsiusra, akkor a C' = aF + b képletet
alkalmazzuk, ahol @ = 1/1,8 = 0,555... és b = —32/1,8 = —1,777.... Tudjuk, hogy
mennyivel nehezebb a homérséklet-atvaltas, mint az almavétel koltségszamitasa.

Linearis fiiggvényekkel nagyon egyszerti szamolni, de gyakran talalkozunk nemlinearis
fiiggvényekkel is. Példaul a szabad esés ut—id6 képlete négyzetes, ezért 2 masodperc alatt
nem kétszer-, hanem négyszerannyi utat tesz meg a szabadon eso6 test, mint 1 mésodperc
alatt. Ehhez hasonléan, nem linearis a kiadds—mennyiség-fiiggvény arukapcsolasnal,
mert egyet fizet, kettot kap.

Rétériink a formélis kifejtésre. Legyen t = 0, 1,2, ..., a megfelel6 iddszak (nap, hét,
hénap, év) indexe. A legegyszeriibb diszkrét (nem folytonos) idejli linedris dinamikus
rendszer alakja

Ty = Az + B, t=0,1,2,..., (2.1)

ahol xg kezdeti allapot és A, B egylitthaté adott. Ez specidlis esetként egyarant tartal-
mazza a szamtani sorozatot (A = 1) és a mértani sorozatot (B = 0).

2.1. példa. A szamtani sorozat definiciéjat a mi jelolésiinkben irjuk fol: x;, 1 = x;+B,
ennek explicit alakja: z; = xo + Bt.

A mértani sorozat definiciéjat is 14j jelolésben irjuk fol: x;,; = Az, ennek explicit
alakja: x, = Alxg.

A tovabbiakban A # 1. A rendszer egyensulyi helyzete vagy dllandésult dllapota vagy
fix pontja x°, amelybol inditva a rendszert, az allapot helyben marad:

x° = Ax° + B. (2.1°)

Figyelem: a fix pontban fels6 indexben all6 o szerepel, mig a kezdo allapotban 0 az alsod
index.

A tovabbiakban keressiik az altalanos (2.1) rendszer explicit megolddsat, azaz x;-t
A, B,t fiiggvényeként. FEz segit tavoli id6szakok allapotanak elorejelzésében, illetve a
stabilitas vizsgalataban.

El6szor csak két tovabbi idészakra irjuk fol az egyenletet:

Ty = Ary + B = A%+ (A+1)B, 73 = Ary + B = A’79 + (A + A+ 1)B.
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Ez alapjan megfogalmazhatjuk az indukcids feltevést (a mértani sor dsszegképletével)

At —1

xy = Alwg+ (A" 4+ A2+ A+ 1)B = Alag + .

B. (2.2)

(2.2)-t behelyettesitve (2.1)-be és rendezve, igazolddik az indukcids feltevés:

At-i—l -1
T = A{ATo + [A7 -+ A+ A+ 1B} + B = Aoy + ——B.

Erdemes egy altalanosabban alkalmazhaté megoldast is bemutatni, amely az egyensilyi
allapotba helyezi az 1j koordinatarendszer kézpontjat.

2.1. tétel. A (2.1) linedris rendszer egyensilyi helyzete (allandésult allapota)
= —— (2.3)

és (2.1) explicit megolddsa

x; = 2° + Al(xo — 2°), t=1,2,.... (2.4)

Kovetkezmény. A (2.83) egyensily akkor és csak akkor stabil, illetve aszimptoti-
kusan stabil, ha —1 < A < 1, illetve —1 < A < 1.

Megjegyzés.  Linearis rendszer esetén csak hajszalnyi kiilonbség van a stabil és
az aszimptotikusan stabil rendszer kozott: a korabban kizart A = 1-hez tartozo rendsze-
ren tul az (xq, 9,21, X9, ...) 2-ciklust adé A = —1 paraméterii rendszer stabil, de nem
aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. (2.3) addédik (2.1°)-bdl.

Kivonva a (2.1) rendszeregyenletbdl a (2.1°) egyensilyi egyenletet, kiesik az allando
tag, és egy mértani sorozathoz jutunk:

T — a® = Az, — 2°).

Matematikailag ez egy alapveto fogds: 1j valtozo bevezetésével az inhomogén egyenletet
visszavezettik az egyszeriibb homogén egyenletre: B = 0. Innen mar adédik a (2.4)
explicit képlet és a kétféle stabilitasi feltétel. O

2.1. feladat. (2.2) és (2.4) dsszehasonlitasaval igazoljuk a mértani sor 6sszegképletét:

At —1

Sy =1+A+-- -+ A" =
p=14+A+ -+ T

A4

A 2.1. dbra a kovetkezd adatokra mutatja be a dinamikat: B =1, A = —0,9; —1; —1,2:
oszcillalo, de stabil, ciklikus és robband.

10
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2.1. abra. Oszcillaciok, n =1

Stabil
2,0

- — — - Ciklus

Allapot

0,5

Y

0,0

0,5

1,0

1d6

Természetesnek tiinik a

2.2. tétel. Ha a (2.1) linedris rendszer (x;) palyai korlatosak, akkor két kozeli
kezdeti allapotbdl indulé palya az id6k végezetéig kozel marad egymashoz.

Bizonyitas. Tekintsiink egy yo-bol induld palyat, amelynek zart alakii megoldésa
y; = 2° + A (yo — 2°), t=1,2,.... (2.4)

Kivonva a két megolddst egymdsbol: y; — z; = A'(yo — xo). Korldtossdg miatt [A| < 1,
azaz |y, — x| < |yo — wol. O

Megjegyzések. 1. A 7. fejezetben latni fogjuk, hogy ez a természetesnek tiino
tulajdonsag korlatos nemlinearis rendszerre gyakran nem érvényes, ilyenkor kaotikus di-
namikardl beszéliink. Vagyis tomérdek olyan kezddallapot 1étezik, amelyeknél akarmilyen
kis megfigyelési hiba meghitsitja a hosszi tava elorejelzést.

2. A 12.3. alfejezetben a paraméterérték idoben valtozik, ezért ott az itt el6adott
elmélet nem alkalmazhaté.

2.2. A klasszikus novekedési modell

Mindenekel6tt roviden el kell magyardaznunk a GDP (gross domestic product, brutté hazai
termék) fogalmét. Els6 kozelitésben egy orszdg évente elééllitott termék- és szolgaltatas-
tomegét méri, levonva beldle a termelofelhasznalast. Példaul az autdgyarbdl kigordild
autd értékébol le kell vonnunk a beszallitok altal gyartott alkatrészek értékét, mert azt
mar a beszallitok kibocsatasanal figyelembe vettiik, ... és igy tovabb. Netté fogalomrol
van sz0, leszamitva azt, hogy a toke értékesokkenését nem vonjuk le beldle, erre utal a
gross jelzo. A hazai jelzé arra utal, hogy nem fontos, hogy a kibocsitd egység melyik
nemzet tulajdondban van; az a lényeg, hogy itthon gyartjak. (Példdul frorszégban a
kibocsatas jelentos részét kilfoldi tulajdonu véllalatok &llitjdk eld, és jovedelemkivonds

11
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miatt az uin. brutté nemzeti termék jéval kisebb.) A modern gazdasidgban az egy fére
juté kibocsatas — kisebb-nagyobb visszaeséseket leszamitva — folyamatosan no.

Az IMF (2018) augusztusi jelentése alapjan a 2.1. tabldzat magyar makroadatokat
k6zol a 2018 elottrol (tény) és 2018-t6l (eldrejelzés), a modellben szereplé véltozdkrol.
Mar 2019. novemberében ismert volt, hogy az IMF nagyon aldbecsiilte a 2018-2019 GDP
novekedést, amely a valdsdgban 5% koriil volt, a kiugré 30%-os beruhdzasi hanyad miatt.
(A t6bbi mutato jelentését csak késébb adjuk meg.)

2.1. tablazat. Valogatott magyar makroadatok, a GDP szazalékaban

Evek 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018* | 2019*
Mutatok
GDP novekedési titem 2,1 4,2 341 22| 40 4,0 3,3
Beruhazas 20,9 | 222 219 19,2 | 21,5 | 23,1 23,3
Koltségvetési egyenleg 26| 26| -19| -1,7| 20| 24| -20
Els6dleges egyenleg 1,6 1,2 1,5 1,5 0,8 0,1 0,2
Allamadéssag 71| 76,6 | 76,7 76,0 | 73,6 | 71,3 | 69,1
Fizetési mérleg 3,8 1,5 35| 60| 3,1 2,3 2,1
Brutto kiils6 addssag 117,8 | 114,7 | 107,7 | 97,2 | 84,6 | 76,2 | 70,7

Megjegyzés: * eldrejelzés

Ebben az alfejezetben Harrod—Domar (1939/1945) klasszikus novekedési modelljét mu-
tatjuk be. Legyen rendre Y;, I; és K a t-edik év kibocsatasa, beruhazasa és tokeallomanya
(ez utébbi az év végén). Definicié szerint teljesiilnek a kovetkezé azonossdgok:

Kibocsatas—toke

Y, = AK; 4, t=1,2,..., (2.5)

ahol A, a kibocsatas—toke-hanyados feltevés szerint allandé.

Beruhézasi egyenlet
I, = sY,, t=1,2,..., (2.6)

ahol s a beruhazasi hanyados, 0 < s < 1.
Tokenovekedési egyenlet

Kt :thl_k[t; t: 1,2,..., (27)

A héarom egyenletbol egyszertien levezetheté a novekedés.

2.3. tétel. A klasszikus novekedési modellben a GDP egyenletes titemben né:
Y, =GY, 4, t=1,2,..., (2.8)

ahol G > 1 az idében allandé novekedési egytitthato, a novekedési iitem g = G — 1 = sA.
Bizonyitas. Helyettesitsiik be (2.7)-be (2.6)-ot, majd (2.5)-6t:

Kt = Kt—l + 8}/15 = Kt—l + SAKt_l = (]. + SA)Kt_l, (29)

(2.5 és (2.6) értelmében Y; és I; is parhuzamosan no. O
Szampélda: s = 0,2 és A = 0,3 esetén G = 1,06.
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Ez a modell fiiggetlennek tekinti a beruhazéasi hanyadost és a kibocsatas—toke aranyt,
és kizarja a tOke—munka helyettesitést (a 6. fejezetbeli Solow-modell feloldja e meg-
szoritdsokat). Ezért csak nagyon korlatozottan alkalmazhatd. A kovetkezd feladat egy
harmadik dimenziéban, a beruhazasok megvalésitasi idejében dltalanositja a modellt.

Bemutatunk egy paradozront, amely azt mutatja meg, hogy egy tartésan gyorsabban
novekvé gazdasdg akkor is utoléri a lassabbat (hullimmal jel6lve), ha kezdetben az arit-
metikai tdvolsdg né (vagy stagnal) kozottik.

Szampélda. Harom huszondtéves idoszakot mérlegelve legyen a két orszag egy fore
juté GDP-szintje rendre 1:3:9 és 2:4:8. Az aritmetikai kiillonbség 1:1:—1.

Altalanosabban, ha vy, = yoG* és §; = §0G", yo < §o és G > G, akkor van olyan T > 0
egész, amelyre y, > ¢, (t > T'), még ha y; — 71 < yo—7o vagy ekvivalens megfogalmazdsban
1 — Yo < 91 —Yo. Behelyettesitjiik a bizonyitandd egyenlotlenségbe a novekedési képletet:

Yo Gt > GG
Logaritmizalva (az alap kézombos):
log yo + tlog G > log o + tlog G,
majd rendezve az egyenlotlenséget:

log 7o — log o

t>1T = =
logG — log G

y kezdeti novekedése aritmetikai értelemben akkor kisebb, mint g-é, ha (G — 1)yy <
(G = 1)jjo, azaz
1<G<1+2G-1),
Yo

Az igazi kérdés nem is ez, hanem hogy a felzarkozo gazdasig tudja-e tartani az egy fore
juté nagyobb novekedési titemét vagy sem. A torténelem folyaman az USA képes volt
megel6zni Nagy-Britanniat, de Japan példaul beragadt az USA alatti fejlettségi szinten,
Kina jovéje még ismeretlen.

A 2.2. tablazat a legutobbi évtized egy fére juté relativ névekedési palyajat adja
meg néhdny EU-tagorszdgra (a mindenkori EU fejlettség = 100). Bonyolult statisztikai
modszerekkel a vasarléer6ben mutatkozé kiilonbségeket kikiiszobolik. Figyelemre mélto,
hogy Olaszorszag, de kiillonosen Gorogorszag relativ teljesitménye milyen gyorsan romlik,
mikozben Lengyelorszag és Roménia milyen gyorsan emelkedik.

2.2. tablazat. Néhany EU-tagorszag relativ GDP-iddsora 20102018

Relativ GDP id6sor
Orszag 2010 | 2012 | 2014 | 2016 | 2018
Németorszag 119 | 123 | 125 | 123 | 122
Egyesiilt Kiralysag| 109 | 109 | 110 | 108 | 105
Olaszorszag 105 | 102 96 97 96
Gorogorszag 84 72 71 68 68
Csehorszag 83 82 86 87 91
Magyarorszag 65 66 68 68 71
Lengyelorszag 62 67 67 68 70
Romaénia 51 54 55 59 65
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Megjegyzés. Helytakarékossdgbol csak a paros éveket tiintetjiik fol. Megemlitjiik,
hogy 2009-ben Gorogorszag még 94-en allt.

Kitérd: piaci drfolyamon a wikipédia Németorszagra ¥; = 3863 mrd dolldros GDP-t,
Magyarorszagnak pedig > = 170,4 mrd dolldros GDP-t ad meg. Ha elosztjuk e mutatdkat
Ny = 83 millidval és Ny = 9,77 millidval, akkor az egy fére juté mutatd g; = 46 542% és
U2 = 17441%. A német és a magyar mutaté ardnya 46 542/17441 = 2,67; félrevezetéen
nagyobb, mint a 2.2. tédblazatbdl adédé 122/71 = 1,72 hanyados.

Ha mar az Egyesiilt Kirdlysag szoba keriilt, érdemes roviden megvizsgalni: hogyan hat
az EU atlagos fejlettségére, és ennek fényében az egyes tagorszagok relativ fejlettségére a
szigetorszag kivalasa? Ha nemcsak a kérdést akarjuk megvalaszolni, de magat a sulyozott
atlagot is definialjuk, akkor sziikség lesz a kovetkezd jelolésekre: J = 28 a tagorszagok
kivalds el6tti szdma, j = 1,2,...,J az egyes tagoszagok indexe, y;; a j-edik tagorszdg
egy fére juté (egyelére nem relativ, de Gsszehasonlithatd) fejlettsége a t-edik évben, Nj; a
j-edik tagorszag 1étszdma a t-edik évben, és Ny = Z;‘le Njy = Nyy+Nog+- - -+ Ny_14+ Ny
az eredeti Osszlétszam.

Az EU-J étlagos fejlettsége definici6 szerint

J
2= Niyie

Yt N,

A J-edik tagorszag kivdlasa utan a bentmaraddk atlagos fejlettsége

= Zj:l Nyt — Nyyse
! N, — Ny, ‘

Sziikségiink lesz még a kilépo orszag és a bentmaradd tagorszagok t-edik évi létszam-

aranyara:
Ny

N

A két fejlettségi szint kozti kapcsolat levezetéséhez helyettesitsiik be az

Vy =

J
Ny = Z thyjta Ny = v N,
j=1

egyenléségpart y;-be:

r_ Neye — Ny g _ Yy — Vit
yt Nt — th 1 e .

2018-ban y; = 1 és y; = 1,05 volt, vy = 66,4/512,4 = 0,129; tehat

, 1-0129%x 1,05 0,865
T T 0120 0,871

= 0,993.

A j-edik tagorszag relativ fejlettsége a szlikebb bazisban a kévetkezo:

Yt
Yir = — Y = 1,007y,
Yt

azaz a bent maradé 27 orszdg relativ fejlettsége 0,7%-kal ,,emelkedik”.
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2.3. A piaci arigazodas modelljei

Ebben az alfejezetben a piaci arigazodas kiilonféle modelljeit mutatjuk be. Az aruk és
szolgaltatasok piaci elosztdsdrol beszélink, ha a vevok és az eladdk szabadon dontenek a
cserélt javak mennyiségérol és ararol. Magunk mogott tudva a feudalizmust és a szocia-
lizmust, ma a vilagon a javak donto részét a piacon osztjak el. A kotelez6 egészségligyi
és nyugdijbiztositas vagy a kozoktatas azonban jelentos kivétel, sét a dohény- és alko-
holtermékek piaca is. 1947 és 1990 kozott hazankban és mas szomszédos orszagokban a
piaci elosztast a fentiekhez képest jelentésen korlatozték: a lakossagi szektorban a lakasok
jelentGs részét kiutaltak, telefonvonalra évtizedekig kellett varni, dollart forintért — mi-
nimalis kivételtol eltekintve — csak a feketepiacon lehetett vasarolni. A véllalati szektor-
ban még gyengébben érvényesiilt a piaci mechanizmus.

Bemutatandé modelliinkben olyan termékpiacot vizsgalunk, amelyen nagyszamu eladé
kinal terméket, és nagyszamu vevé keresi ugyanazt a terméket. A piacon egységes ar
uralkodik (P), és a bevétel, illetve a kiadds az ar és a mennyiség szorzata.

Feltessziik, hogy a kindlat és a kereslet az ar novekvo, illetve csokkend fliggvénye,
egyelore idotlentil:

S(P)=a+bP é  D(p)=c—dP, a,b,c,d > 0. (2.10)

(Az 5. ésa 6. fejezetben részletesebben foglalkozunk a keresleti és a kindlati fliggvényekkel.)
Egyenstily esetén a kereslet és a kindlat megegyezik: D(P) = S(P), azaz az eqyensulyi dr
c—a

P° = b d > 0, ha c> a. (2.11)

A 2.2. 4bra szemlélteti a két egyenest és metszését (az un. Marshall-keresztet, pon-
tosabban annak inverzét, ahogy az a matematikaban logikus: @ = 0, b = 1, ¢ = 1 és
d=1).

S(P)=P és D(p)=1-P, P°=1/2.

2.2. abra. Inverz Marshall-kereszt

12 A

1,0 P
5 Sl
= 08 =
£ .-
Ar 0.6 s - Kereslet
5 | e
% 0.4 ; .- - - - - Kindlat
Y .-

0,2 g

0,0 4= ' ' ' . .

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Ar

Két valtozatban dinamizaljuk a statikus modellt.
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Piaci arigazodas alapmodellje
Mostantdl lemondunk a kereslet és a kindlat azonnali egyensiilyardl, helyette a kinalat és
a kereslet az idében valtozd P; ar fiiggvényében valtozik:

St :S(Pt> :a—{—th és Dt :D(pt) :C—dPt, PO adott. (212)

Egyensilyi ar valtozatlanul P°, de ennek fokozatos elérését a piacra bizzuk. Eszszertinek
latszik a kovetkezo drszabalyozési mechanizmus. Az ar idészakrdl idészakra névekszik /csok-
ken, ha tulkereslet /tilkindlat van, és az arvéltozas ardnyos (k > 0) a tulkereslettel:

B+1:B+/€<Dt_5t)7 t:(),l,..., (213)

a Py kezdeti ar adott. Ezt a tipusi mechanizmust negativ visszacsatolasnak nevezik, mert
célszerti reagalassal probalja csokkenteni az egyensulytol valé eltérést. Koznapi példa: ha
a szoba homérséklete a kivant érték ala siillyed, akkor onmagatol bekapcsol a flités; ha a
kivant érték folé emelkedik a homérséklet, akkor pedig kikapcsol a fiités.

2.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (2.12)—(2.13)-beli piaci arigazodés (F;) arsorozata
pontosan akkor tart az egyensilyi arhoz, ha a reakcié nem tul eros:

2
R=—"I 2.14
0<kKk<EK b1 d ( )

A tulzott reakcié (k > k) destabilizalja a rendszert.

A 2.2. 4bra adataira k = 1, a 2.3. dbra bemutatja, hogy példaul x = 1/2 stabilizal,
r =1 ciklizal és k = 2 robbant, végig Fy = 0,4 kezddértékkel.

2.3. abra. Piaci arigazodas

Stabil
1,0
- = = = Ciklus

0,8 Robbano
=06 s Ly R ;
< ,/ \\ ':;’,\Qx\ ::.,/\\_:i :..’, \\ ::,,//\\\

7
’ > i Ry ! A % N S N
Z N s N L% N4 A S

0’ 4 . N /:~ N

0,2

0,0 + +

0 5 10

1d6szak

Természetesen egy ilyen egyszerii esetben felesleges dinamikus szamitassal (iteracioval)
kozelitoleg kiszamitani az egyensilyi drat. Ha azonban sok termék van, és az egyes
termékek kereslete és kindlata mas araktdl is fiigg, soét, idoben valtozik, akkor éppen
egy ilyen piaci folyamat segithet a véaltozo piaci egyensuly folyamatos kozelitésében.
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A sertésciklus modellje

A sertésciklus modellje a sertésarak (és més piaci arak) ciklikus (pontosabban: oszcilldld)
ingadozasat magyardzza. Kulcsszerepet jatszanak benne az in. wvdrakozdsok (expecta-
tions), nevezetesen, hogy a szereplok miképp jelzik elére a jovét, amikor a jové fiigg az
elérejelzéstél (vo. 21.1. alfejezet). Alapvetden kétféle varakozast kiilonboztetiink meg: a)
a naiv vdrakozdsokat, amelyek a jelent kivetitik a jovObe, és a b) a raciondlis varakozdasokat,
amelyek 0sszhangban vannak a tényekkel és a modellel. Modelliink nagyon elemi és di-
vatjamult, mert nem a racionalis, hanem a naiv varakozdsokra épil. Ennek ellenére
gyakran redlis. Az S; sertéskindlat egy iddszakos késéssel pozitivan (b > 0) reagil a
P, sertésarra: S; = a + bP,_1, mig a D, sertéskereslet késés nélkiil, negativan reagdl
(d > 0): Dy =c—dP,. A kereslet minden iddszakban (gyakorlatban egy évben) egyenld
a kindlattal: ¢ — dP, = a + bFP,_1. Rendezve: az idei ar a tavalyi ar csokkeno linedris

fiiggvénye:
poCmazbhi gy (2.15)

d

2.4. tétel. a) A (2.11) feltétel mellett a sertésciklus modelljében létezik pozitiv
egyenstlyi ar, a fenti P°. b) Az egyensilyi ar pontosan akkor aszimptotikusan stabil, ha

a kinalati egyenes kevésbé meredeken emelkedik, mint ahogy a keresleti egyenes lejt:
0<b<d. (2.16)

Megjegyzések. 1. Aszimptotikusan stabil esetben, ha a (P,_1, P;)-fazissikban felraj-
zoljuk a dinamikét, a 2.4. dbran pékhaldszert képet kapunk (pdkhdlomodell). Azért, hogy
stabil és gyors alkalmazkodast kapjunk, a 2.2. példa adataibdl d = 1 helyett d = 1,5-et
valasztunk, igy az egyensilyi ar P° = 0,4. Py = 0,3-bdl inditva a rendszert, a fiiggdleges
egyenes kimetszi a P = f(P_1) egyenesen P; = 0,467-et. Az at16bdl egy vizszintes egyenes
kimetsz egy pontot, amelybél egy fiiggéleges egyenest inditva a P = f(P_;) egyenesbél
adédik P, = 0,356. Ismétléssel P3 = 0,430 sth. gyorsan tart az egyensulyhoz.

2.4. abra. Sertésciklus

4
7
0,7 o
4
d
d
4
0,6 5
4
4
7
d
0,5 S 7 z P(P—])
PIA P, ,,’ Py

—
=04 NN I b P=P_,
[ 4
S Y
- Py Py

0,3 4

d
4
d
4
0,2 z
4
4
7
d
. d
0,1 -
d
d
d
7
0,0 r r T T .
0,0 0,2 Py 0,4 0,6 0,8 1,0
Tavalyi ar
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2. Instabil esetben (b > d > 0) a rendszer folrobban, a linedris kozelités alkalmatlannd
valik, ezért nemlinearis altaldnositasra lenne sziikség.

3. A naiv véarakozast altalanositja az adaptiv vdarakozds, amelyben a Py elrejelzés és az
el6z6 tényérték kiillonbsége aranyos az el6zo eltérés és a nevezett tényérték kiilonbségével:

PP —P_y=w(P, — Py), 0<w<l.

Az egyik széls6 esetben (w = 0) visszakapjuk a naiv varakozast, a masikban (w = 1) pedig
a statikus varakozast. A kindlati egyenlet S; = a + bPf.

2.2. példa. Koénnyt belatni, hogy a b = d esetben a sertésciklus 2-ciklus (v6. a 2.1.
tétel, megjegyzés), de ennek eléfordulasa nagyon valdszintitlen.

2.4. Az allamadodssag dinamikaja

Ebben az alfejezetben az allamadodssdggal kapcsolatos azonossagokat vezetiink le. Bar
tautologiak, mégis hasznosak. A legtobb orszagban az allami bevételek és kiadasok
éves szinten nincsenek egyensulyban, altaldban (de nem mindig) az allam tobbet kolt,
mint amennyit adobdl beszed. Ezért kialakul az dllamaddssag, amely az allam altal
felhalmozott és még nem torlesztett tartozasat mutatja. Legyen a t-edik év végén az
allamadossag értéke D, és legyen a koltséguetési egyenleg, azaz az allami bevételek és
kiadasok kiilonbsége, B;. Definicié szerint az addssagvéltozas az egyenleg ellentettje:

Dt — thl - Bt. (217)

A t-edik év kamatlabat r;-vel jelolve, az egyenleg felbonthaté az elvileg valtoztathaté E;
elsodleges egyenleg és az allamaddssag utani fizetendo, valtoztathatatlan r,D;_1 kamat
kiilonbségére:

By = FE; —rDy_;. (2.18)

Behelyettesitve (2.18)-at (2.17)-be, addédik
Dt = (1 + rt)thl — Et' (219)

Abszolut szamok helyett sokkal értelmesebb relativ szamokkal dolgozni, példaul a magyar

koltségvetési hiany ezer milliard forintot is meghaladé értéke helyett azt mondani, hogy

a hidny a GDP 2,5%-a. Ezért célszerii bevezetni az Ry = 1 + r; kamategyiitthatdt és

az Yy = GyY;1 GDP-novekedési egyenletet, ahol G; a novekedési egyiitthaté (= 1 +

novekedési titem). Ekkor (2.19) helyett a GDP-ardnyos addssdgdinamikét {rhatjuk fol:
Dy  RiDiy By

— = - 2.20
i GYia Y% (2:20)

Bevezetjik a GDP-ardnyos allamaddssdgot: az addssagratat (d;), a relativ kamategytitt-
hatot (p;) és a GDP-ardnyos egyenleget (e;):

D, Ry Ey
gD _ G _ ot 2.21
t Y,’ Pt G, €s €t Y, ( )
Ekkor (2.21) segitségével (2.20) témorebben felirhaté:
dt = ptdt—l — €. (222)

Széban: az idei allamaddssag-rata = relativ kamategyiitthato x tavalyi allamaddsség-réata
minusz a GDP-aranyos egyenleg. Igaz a
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2.5. tétel. Allands pr = p relativ kamategytitthato és e, = e koltségvetési egyen-
leghanyados esetén a d; allamadéssag-rata egyensilyi értéke

e
d° = 2.23
T (229
amely a kévetkezo két tartomanyban pozitiv:
p<l1 és e <0, vagy p>1 és e > 0. (2.24)

Az abnormalis eset (2.24) els6 alesete, pedig ekkor (2.22) stabil. Térténelmi példa:
a II. vilaghaboru utan a angolszasz orszagok tartosan gyors novekedése és alacsony ka-
matlaba jelentdsen csokkentette a haboris dllamaddssag-ratakat. A normalis eset (2.24)
masodik alesete. Az EU-ra elvben érvényes maastrichti kritériumok (ismérvek) szerint
az allamaddssdg GDP-hanyada nem lehet 60% folott, mig a koltségvetési hiany GDP-
hdnyada nem lehet 3% folott.

A 2.5. dbra e = —0,02-re és dy = 0,5-re két esetet szemléltet: p = 0,95 (stabil) és
p = 1,05 (instabil).

2.5. abra. Két adossagrata-palya

1,2

stabil palya
1,0 —

— — - instabil palya —
0,8 o

—_——
—
—
p——
—

0,6

—_——
p—
—_—

Adoéssagrata

0,4

0,2

Ev

2.3. feladat. Az éllandé relativ kamattényezs normadlis esetben (p > 1) hogyan
stabilizalhatja az addssagratat az e, = g9 + ed;_1 visszacsatolas?

Az egyes orszagok nem magukban léteznek, hanem bedgyazodnak a vildggazdasagba.
Ezért az orszagok kereskedelmi és hitelkapcsolatokban allnak a kiilvilaggal. Ennek hatésat
legtomorebben az éves fizetési mérleg egyenlegiik és év végi kiils6 addssaguk mutatja.
A teljesség kedvéért kozoljik a modellbdl kihagyott fizetési mérleg egyenlegét és kiilso
adossagot. Szokas szerint csillaggal kiilonboztetjiik meg Oket hazai tarsaiktél. Legyen a
GDP kilsé arfolyamon mért értéke Y,*, a t-edik év végén az orszdg kulsé adossdganak
értéke Dy, és legyen a fizetési mérleg egyenlege, azaz az export és az import kiilonbsége
B}. Definici6 szerint fennall a kovetkezd azonossag:

D; =D; , — B;. (2.17%)

Jelolje R} a t-edik év kiilsé addssag kamategytitthatojat, £} az elsddleges fizetési mérleget,
stb. A relativ kiils6 addssag dinamikaja

Df _ R{D{, Ef

YroGYr, Y

(2.20%)
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Bevezetjitk a GDP-ardnyos kiils6 addssdgot (d;), a relativ kiilsé kamategyititthatot (p;) és
a GDP-aranyos kiils6 egyenleget (e}):
_ Dy

_ Iy _ B

d; = v p; = Gr és e = v (2.21%)
Ekkor (2.21%) segitségével (2.20*) témorebben felirhaté:
& = pdi_, — e}, (2.227)

Széban: az idei év végi kiils6 addssdagrata = relativ kiilsé kamategyiitthatd x tavaly év
végi kiilsé adossagrata — GDP-aranyos kiilso egyenleg.

Folytatjuk a 2.1. tablazat ismertetését. A koltségvetési és az elsodleges egyenleg két
idosora mutatja a koztiik levd kiillonbség, a kamatkiadas jelentoségét. Az allamaddssag
ugyan csokken, de j6 években jobban kellene csokkennie, és fel kellene késziilni a népesség-
oregedés koltségvetést fenyegeto idézitett bombajara. A fizetési mérleg pozitiv értéke
(2016-ban 6%-os csicsot ért el) miatt csokken ldtvanyosan a brutté kiilsé addssig (a
2013-as 118%-r6l 2019-re 71%-ra). De nem szabad megfeledkezni az EU-tdmogatdsoknak
a fizetési mérleghez mérhetd aranydrdl és a kiilfoldi téke be/kidramldsardl, mindkettd a
GDP tobb szazalékat teszi ki.

A konyvben tobb helyen szerepelnek egy allam koltségvetésének bizonyos bevételi és
kiaddsi tételei: koltségvetés bevétel/kiadds, nyugdij- és egészségiigyi biztositds, valamint
afa és szja. Ezeket a 2.3. tablazat mutatja be hazankra 2018-ra. Az Osszehasonlitasi alap
a GDP értéke, 42073 mrd Ft volt. A tablazaton kiviil mutatjuk be az elsédleges egyen-
leget: —397 mrd Ft, és a netté kamatkiadasokat: 1048 mrd F't, s algebrai kiilonbségiik a
koltségvetési egyenleg: —1445 mrd Ft, magyarul hiany. GDP-ardnyosan e harom mutaté
0,9%, 2,5% és 3,4%.

2.3. tablazat. 2018. évi magyar koltségvetés teljesitése — részletek

Bevétel | Kiadas | Bevétel | Kiadés
Tétel mrd Ft | mrd Ft | GDP%-a| GDP%-a
Ko6zponti koltségvetés 19873 21318 47,2 50,7
Altalanos forgalmi adé | 3929 - 9,3 -
Személyi jovedelemadd 2177 - 5,1 -
Nyugdijbiztositasi Alap | 3263 3354 7,6 8,0
Egészségbiztositasi Alap| 2319 2434 5,5 5,8
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3. Jatékelméleti bevezeto és elemi optimalizalas

Ebben a fejezetben néhany bevezetd példat mutatunk be, amelyen szemléltethetok a nem-
kooperativ jatékelmélet alapvet6 kérdései (Mérs, 1996). Az alaphelyzet: van két jatékos,
barmelyikiik dontése érinti a masik jatékos jolétét. Mivel nem kooperalnak egymassal,
nincs értelme az egyéni hasznossigmaximalizalasnak. Altaldban létezik egy (vagy tobb)
egyensuly, amelyet mindkét jatékosnak célszerti kovetnie. Az itt adott meghatarozasok
sziikségképpen vazlatosak. A 3.1. alfejezetben a hagyomanyos racionalis jatékokkal fog-
lalkozunk, a 3.2. alfejezetben teret adunk a rendellenességeknek is. A 3.3. alfejezetben
az optimalizalds elemi eszkozeit mutatjuk be.

3.1. Racionalis jatékok

A jatékosok indexe: 1 és 2. Legyen S; és Sy a két jatékos stratégidinak véges halma-
za; altalanos elemiik sy és so: a két jatékos stratégiai. Bar a tarsasjatékok altalaban
tobblépésesek, tigyes kodolassal minden egyes jatékos lépéssorozata egyetlenegy stratégiaba
stirftheték. (Példdul az i-edik jatékos egymés utdni lépéseit jelolje at,ab, ..., akkor s' =
ai,al, ..., feltéve, hogy a lépések megengedettek. A két jatékos egyméstdl fiiggetleniil
dont (nem kooperal), s hasznuk (hasznossdguk, profitjuk, nyereségiik, nyereményiik, kifi-
zetésiik) rendre u (S, S9) és us(s1, s2) valés szam. Mindkét jatékos sajat hasznossagfiiggvé-
nyét akarja maximalizalni, de a fliggvényérték, s igy a maximum fligg a masik jatékos
stratégidjatol is. Egyelore foltessziik, hogy mindkét jatékos mindent tud a masik le-
hetOségeirdl (S;) és érdekeirdl (u;) — teljes informaciéja jaték —, csupan annak konkrét s;
stratégidjat nem ismeri eldre, j #= 14, i = 1,2. Neumann—-Morgenstern (1944) foglalkozott
el6szor rendszeresen ilyen jatékelméleti feladatokkal.

3.1. példa. A fogolydilemma (Raiffa, 1951). Az amerikai rendérség letartoztat két
gyanusitottat, akik feltehetdleg egyiitt kovettek el egy bint, de nincs rd elegendd bi-
zonyiték. A két foglyot elkilonitik egymastdl, és elkezdik Oket vallatni. Amerikai szokés
szerint, ha valamelyik gyanusitott vall (és a méasik nem), akkor az ,énekl6” enyhébb
biintetést kap, esetleg szabadlabra keriil, sot jutalmat is kap. A nyereménypéar az 1. fogoly
egyediili kozremiikddése esetén (3, —3), a 2. fogolyé esetén (—3,3). Ha mindkett6 tagad
(kooperal a masikkal), akkor szabadlabra keriilnek, jutalom nélkiil, a nyereménypar: (2, 2).
Ha mindkett6 ,,kop”, akkor mindketten bortonbe kertilnek, de a csokkentett biintetést
(=2, —2) jeldli.

Erdemes a fenti adatokat az Gn. kifizetési tdbldzatba rendezni (3.1. tablazat):

3.1. tablazat. Fogolydilemma

2. blinozo Kop Tagad
1. blin6zo
Tagad (—3,3) (2,2)
Kop (—2,-2) (3,-3)
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Mi lesz a jaték egyensilya, ahonnan egyik félnek sem érdeke masképp dontenie? Erre
altalaban nehéz vélaszolni, de ebben a specidlis esetben nincs probléma. Valéban, akarmit
1ép a masik jatékos, az egyik jatékos mindig jobban jar, ha kép, mint ha tagad: a kopés
domindlja a tagadast: pl. az 1. jatékos szempontjabol, ha 2. kop, az 1. tagadasa rosszabb
a kopésénél (—3 < —2); ha 2. tagad, az 1. tagadédsa ismét rosszabb a képésénél (2 < 3).
Az mar mas kérdés, hogy a (kop, kép) egyensily kett&jiiknek egyittesen nem optimaélis,
hiszen mindkét jatékos veszit ahhoz képest, mint ha mindketté tagadna.

Példank végére érve, megjegyezziik, hogy a jatékelmélet miivel6i dltalaban szeretik
ilyen jatékos példdkon megfogalmazni a problémakat, de ez nem zarja ki azt, hogy a
modellek fontos kérdések megvalaszolasara is alkalmasak.

A fogolydilemma esetében gondoljunk afz egyes| kdolaj-exportdlé orszdgok szerve-
zetére, az OPEC-re (Organization of Petroleum Exporting Countries). A 3.2. tabldzatban
mutatjuk be ezeknek az orszagoknak a napi termelését, és bizonyitott készleteit egymashoz,
valamint lakossdgukhoz és az egész vildghoz képest. (Kis lakossiagi olajnagyhatalmak
erdsek.)

3.2. tablazat. OPEC tagorszagok fontos adatai, 2018 koriil

Lakossag Napi termelés| Bizonyitott
készlet
Orszag (m f6) (m hordd) (mrd hordd)
Venezuela 28.9 2,3 300,0
Egyesiilt Emiratusok 9,6 3,1 97,8
Szaud-Arabia 33,7 10,5 266,6
Nigéria 186,0 2,0 37.1
Libia 6,7 0,4 48,4
Kuvait 4,1 2.9 101,5
Irak 38,4 4.5 143,1
Iran 81,8 4,0 157,5
Angola 30,8 1,8 8,4
Algéria 42,2 1,3 12,2
OPEC 06sszes 483.6 35,5 1210,7
Vilag Osszes 7760,6 80,6 1650,6

Megjegyzés. Kisebb OPEC orszagokat kihagytunk, és a szamokat kerekitettiik.

Az egyszerliség kedvéért legyen az egyik jatékos Szaud-Ardbia, a masik pedig a tobbi
tagorszdg (Irak, Irdn sth.). Két stratégiapar van: egyiittmiikddnek a termelés vissza-
fogdsdban (s akkor magas olajarat érhetnek el) vagy sem. Az igazi OPEC-optimum az len-
ne, ha mindkét fél visszafogna a termelését. Mivel nem biznak meg egymasban, mindkét
fél abban reménykedik, hogy a masik visszafogja a termelését, 6 pedig kihasznalja az igy
adodd nagyobb keresletet. A valddi helyzet jéval bonyolultabb, de az elmélet mégis ad
valamilyen magyardzatot a tényleges folyamatokra (lasd még 6.5. tétel és folytatédsa).

Kovetkezo példankban egyik jatékosnak sincs dominans stratégiaja, ezért most ne-
hezebb egyenstlyt taldlni. Példank a mobiltelefon korszak el6tt sziiletett, és egyesek
érzékenységét sértheti a példaban alkalmazott, egyébként jatékos nemi megkiilonboztetés.

3.2. példa. A nemek harca. A Fiu és a Lany szeret egyiitt lenni, de a Fiu inkabb
mérkézésre menne, a Lany inkdbb moziba. Elore nem egyeztették a programot. A Kkifi-
zetési tablazat most legyen a kovetkezo (3.3. tablazat):
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3.3. tablazat. Nemek harca

Lany| mérk6zés mozi
Fiu
mérkozés (3,2) (1,1)
mozi (1,1) (2,3)

Valoban, a Fid szaméra a ,, mérkoézés” stratégia jobb, mint a ,,mozi”, ha a lany is
mérkézésre megy (3 > 1), de rosszabb, ha a lany moziba megy (1 < 2). A Lany szdmara
éppen forditva. Vegyiik észre azonban, hogy a (mérkézés, mérkézés) stratégiaparnak a
kovetkezo vonzd tulajdonsaga van: mindkét jatékos szamara optimalis az in. egyensily:
stratégia, ha a masik jatékos is a parban szereplé stratégiat valasztja. (Ezt a stratégiapart
fogjuk felfedez&jérdl (1951) Nash-egyensilynak nevezni.) Valdban, ha a lany mérkézésre
megy, akkor a fii szdmadra is a mérk6zés optimélis (3 > 1); és ha a fid mérkozésre megy,
akkor a lany szdméra is a mérk6zés az optimélis vélasztds (2 > 1).

Hasonlé érveléssel belathatd, hogy a (mérkézés, mérkozés) par mellett a (mozi, mo-
zi) par is Nash-egyensuly. Felvet6dik a kérdés: a résztvevok melyiket vélasszak a két
egyensuly koziil? Hogyan koordindlja a szerelmespar a vélasztast? (Hogy ne a lény men-
jen a mérkdzésre és a fii a mozibal) Altaldban nincs megoldas, de bizonyos esetekben
feliilrol eldontik a kérdést: példaul a legtobb orszagban ma mar jobb oldali kozlekedés
van, de néhany szigetorszagban (Nagy Britannia, Japan stb.) bal oldali.

Még nehezebb a helyzet a kovetkez6é példaban, ahol még Nash-egyensily sem létezik,
legalabbis kozonséges értelemben nem.

3.3. példa. Ermepdrosz/tds. Két jatékos egyidejlileg elhelyez 5-5 Ft-ot Fejre vagy
Irasra. Ha azonos allasut valasztanak, akkor az 1. jatékos elnyeri a 2. pénzét is; ha

kiillonbozot, akkor a 2. jatékos nyeri el az 1.-jét. Feltessziik, hogy a jatékosok haszna
azonos a pénzbeli haszonnal. Ezt irja le a 3.4. tablazat.

3.4. t4blézat. Ermepdrosités

2. (,oszlop”) jatékos | Fej Iras
1. (,sor”) jatékos
Fej (5,—5) (—5,5)
Iras (—5,5) (5,—5)

3.1. feladat. Fogalmazza at a feladatot a tizenegyesrigasra, ahol F a balra rigasnak,
illetve vetodésnek, I a jobbra rugédsnak, illetve a vetédésnek felel meg!

1700 koriil keletkezett elképzeléseket ujra felfedezve, 1920 utan Borel francia mate-
matikustél és Neumann Janostdl (aki egyarant volt kiemelkedé matematikus, fizikus és
kozgazdasz) szarmazik az otlet, hogy az eddigi tiszta stratégidk mellé kevert stratégidkat
kell bevezetni, ahol a tiszta stratégia kivélasztdsa a véletlenen alapszik (v6. 16.1. alfeje-
zet). Ekkor egyik jatékos sem tudja kiismerni a masik dontését.

3.3. példa. Az érmepdrositds folytatisa a véletlen bevezetésével. Konnyen belathatd,
hogy a érmepéarositasban egyensilyi megoldas, ha mindkét jatékos egymastol fiiggetlentil
1/2-1/2 valészintiséggel valasztja a Fejet vagy az [rést. Valéban, legyen rendre p és q a két
jatékos F valasztasanak a valdszinlisége, azaz 1 —p és 1 —q a két jatékos I valasztasanak a
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valészintisége (16.1. példa). Ekkor az 1. jatékos vdrhatd nyeresége a négy elemi esemény
nyereségének a varhaté értéke, azaz

ur(p,q) =pg—p(l—¢q) =1 —=plg+(1-p)(1—-¢q)=2(2¢—1)p—2¢+ 1.

Adott g esetén p optimumara harom eset van: a) 2¢ > 1, amikor p, = 0, b) 2¢ < 1, amikor
pg =1 ¢és ¢) 2g = 1, amikor p, hatdrozatlan. A tiszta stratégidkat kizartuk, marad tehat
¢): ¢* = 1/2. Szimmetria miatt p* = 1/2.

Azaz mindkét jatékos foldobja a sajat pénzét, és ahogy esik, ugy puffan. Ekkor
mindkét jatékos varhatéd nyeresége 0. Ha azonban az 1. jatékos eltér e szabalytdl, pl.
p > 1/2, akkor a 2. jatékos ezt hosszu tavon kihasznédlhatja, s mindig I-t tesz: ¢ = 0,
tehdt az érmék kiillonbozoségének valdsziniisége 1/2 {616 keriil, s a 2. jatékos nyer.

A kevert stratégidk bevezetésével kétszemélyes nulladsszegii jatékokra és tetszdleges
szamu tiszta stratégiara Neumann latta be az egyensuly 1étezését 1928-ban. Ezen a ponton
hangsulyozzuk a nullaosszeqgi jatékok valasztoviz szerepét az elméletben és a gyakorlatban.
A legtobb tarsasjaték nulladsszegii: amit az egyik megnyer, azt a masik elvesziti. Nem
véletlen, hogy a jatékelmélet sziiletésekor nullaosszegli jatékokat vizsgaltak.

Ugyanakkor a valésdgban ez nagyon specialis feltevés: a legtobb jatékban a nyereségek
osszege lehet pozitiv vagy negativ. Persze, a nyeremények eltolasaval minden nulla 0sszegli
jaték tetszoleges pozitiv/negativ dllando dsszeqii jatékka tehetd, s ez kdzombos. Példaul
a sakkban a vereség nem —1, hanem 0 pontot ér, és a dontetlen nem 0, hanem 1/2 pontot
jelent. A jaték értéke ezért 1/2. Fiatalkoromban a labdartigé-bajnoksagban is hasonld
pontozés volt: a gybzelem 2, a dontetlen 1 és a vereség 0 pontot ért. Aztan a dontetlen
elleni harc miatt valtozott a helyzet: a gydzelem ma mar 3 pontot jelent, s ezért a
jaték oOsszege ma mar nem allandé. Sokkal fontosabb valédi példdk: a haboriut vagy
a sztrajkot tekinthetjiik negativ 6sszegii jatéknak, mig a nemzetkozi kereskedelmet vagy
az egyuttmiikkodést pozitiv Osszegilinek.

Miel6tt tovabb mennénk, harom feladatot tliziink ki.

3.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 3.2. példaban, a nemek harcdaban a Fit (2/3,1/3)
és a Lany (1/3,2/3) kevert stratégidja az egyetlen teljesen (0 < p,q < 1) kevert Nash-
egyensuly!

3.3. feladat. Gydva nyul. Két autés a kovetkezo életveszélyes jatékkal szorakozik.
Egy keskeny hid két végérol indulnak egymaéssal szembe — és sokan nézik 6ket. Két
dontés lehetséges: Kitérni vagy Hajtani. Ha mindketté Hajt, akkor egymaésnak iitk6znek
a hidon, a ,nyereségpar” (—3,—3). Ha mindketté Kitér, akkor leégnek a nézék el6tt:
a ,nyereségpar” (1,1). Ha az els6 Kitér, s a méasodik Hajt, akkor az 1. pofara esik, a
méasodik sikert arat: a ,nyereségpar” (0,2), és hasonléan a szimmetrikus esetben (2,0).

a) Van-e a jatéknak tiszta Nash-egyenstlya?

b) Hatérozzuk meg a jaték kevert Nash-egyensilyét!

c¢) Mi a valdsziniisége, hogy a kevert Nash-egyensilyban a versenyzék életben marad-
nak?

d) Melyik egyensuly adja a legnagyobb hasznot az 1. jatékosnak?

Egy jatékot szimmetrikusnak neveziink, ha azonos a stratégiak halmaza, és a két
jatékos kifizetési tablazata az ENY-DK 4tléra vett titkorképe. A felsorolt jéatékok koziil
szimmetrikus a fogolydilemma (3.1. példa), az érmepérositéas (3.3. példa) és a gydva nyil
(3.2. feladat). Azt varndnk, hogy minden egyensilyi stratégiapér elemei is azonosak, ez
azonban &ltaldnosan nem igaz (lasd 3.2. feladat): a két tiszta stratégiapar antiszimmet-
rikus, csak a kevert egyensilyi par szimmetrikus.
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3.4. feladat. Koordindcios jdaték. Kisvadra lehet egyediil vadaszni, nagyvadra nem.
Szimmetrikus jatékban elegend6 az 1. jatékos nyereségtablazatat feltiintetni.

o-[39]

Lassuk be, hogy két szigoru tiszta Nash-egyensily és egy kevert szimmetrikus Nash-
egyensily 1étezik!

Eddig olyan jatékokat mutattunk be, ahol a jatékosok egyszer és egy idoben lépnek.
Most olyan jatékra hozunk példat, ahol a két jatékos egymast kovetve 1ép.

3.4. példa. Ragadozd jdaték. Egy piacot egy bent 16v6 (I = incumbent) véllalat
monopolizal, de egy maésik véllalat (E = entrant) prébél belépni. Ha E belép, akkor
I kétféleképpen vélaszolhat: vagy alkalmazkodhat a belépéhoz, visszafogva kibocsatasat,
hogy megoérizhesse a piaci arat; vagy felveheti a harcot a belépével: ragadozo magatartdst
tanisit, leengedi az arat, hogy kiszoritsa a belépot. A jaték kifizetési tdblazatat (mds
néven, stratégiai alakjat, amelyet eddig elemeztiink) a 3.5. tablazat adja.

3.5. tablazat. Ragadozd jaték

Bent levé vallalat (I) | harcol alkalmazkodik
Belépo vallalat (E)
kint marad (0,2) (0,2)
belép (—3,-1) (2,1)

A stratégiai alak elemzése két Nash-egyensulyt ad: (E kint marad; I harcol, ha E
belép) és (E belép; I alkalmazkodik, ha E belép). Logikailag szinte ranézésre lathatd,
hogy az els6 egyensily elfogadhatatlan (E kint marad, de I mégis arra késziil, hogy E
belép) és nem is hiteles I fenyegetése, hogy harcol (nyeresége —1), mig alkalmazkodasnal
a nyereség 1. Itt a (belép, harcol) stratégiapar idében kovetkezetlen. Dinamikus jétékot
nem mindig lehet a kifizetési matrixszal leirni.

Végil két valédi tarsasjatékot vazolok, amelyben az eddig Osszenyomott 1épések ki
vannak bontva, és a masodik jatékban a jatékosoknak csak részleges informaciéjuk van
az ellenfelek lehetdségeirdl.

3.5. példa. Sakk. A sakkban két jatékos (a vildgos és a sotét) jatszik egymads ellen.
Meghatarozott szabalyok szerint 1éphetnek felvéaltva, s az gyoz, aki a masiknak mattot ad.
Dontetlen a jaték, ha vagy az egyik fél nem tud 1épni, pedig a kirdlya nincs sakkban; vagy
egy helyzet haromszor megismétlodik. Tokéletes informéciéju véges jatékrol van szo, de
olyan bonyolultrdl, hogy ,,eddig még” senki sem tudta meghatdrozni a gyoztes stratégiat.
Sejtés: a vilagos jatékos legalabb dontetlent el tud érni.

3.6. példa. Kanaszta. Véletleniil osztjak szét a jatékosok kozott a lapokat. Francia
kartyaval jatssza két vagy harom személy. Egyszer is lehet jatszani, de igazan az ismétlés
az érdekes. A lapokat csak bizonyos sorozatokba (pl. legalabb 3 db kirédly) rendezve lehet
lerakni, de csak akkor, ha az eloszor lerakott lapok pontértéke elér egy kiiszobot. Aztan
még ki lehet egésziteni a csomagokat. A(z alap)jaték akkor ér véget, ha valaki lerakja az
Osszes lapjat. A kézben maradd lapok pontértékét levonjak. Nem tokéletes informacioju
jaték, mert a jatékosok nem ismerik egymads kézben 1évo lapjait.

Talan nem érdektelen megemliteni, hogy torténetileg a jatékelmélet valoban a tarsas-
jatékokbdl indult ki, és szdmos tttordje szenvedélyes kartyajatékos volt (1dsd még a 17.4.
alfejezetet).
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3.2. Jatékelméleti rendellenességek

Jatékelméleti rendellenességekkel folytatjuk attekintésiinket. Ezek olyan esetek, amelyek
nem jél illeszkednek a klasszikus jatékelméletbe.

3.7. példa. Dolldrdrverés. Az asztalra ki van téve egy 1 dollaros érme. Két jatékos
200-200 darab egycentessel kezdi a jatékot. Felvaltva licitalhatnak a dollarra, lépésenként
legalabb 1 érmével emelve a tétet. Az nyeri el az 1 dollarost, aki utoljara tudja vagy
hajlandé emelni a tétet, de mindkét végleges licitet a jatékvezeto nyeri el, aki nem részese
a jatéknak.

Nem szabvanyos jaték, de jél jellemzi a konfliktusok fokozatos kiterjedését. A jatékosok
annyira azért raciondlisak, hogy ellenfeliiket minél olcsébban akarjak legy6zni, ezért 1épé-
senként csak 1 c-tel emelik a masik tétjét. Tegytik fol, hogy a kezdd jatékos kovetkezik, és
eddig © — 1 darab érmét tett az asztalra, s ellenfele = darabot. Az (x — 1, x) ajanlatpért
most az (x+ 1, z) par koveti. Ugyanis igy koltsége csak 2 c-tel, viszont remélt nyereménye
0-rél 1 $-ra névekszik. Ugyanakkor a két jatékos 6sszkoltsége (22 +1) ¢, azaz (51 ¢, 50 ¢)-
t6l kezdve az egyiittes koltség tobb, mint 1 $, tehat tdrsasdgi szinten irraciondlissa valik
a részvétel. Ennek ellenére lehetséges, hogy a jaték csak (199 ¢, 200 ¢)-n éll meg, amikor
az egylittes koltség mar majdnem 4 $.

Korabeli torténeti példa a vietndmi héaboru, amelyben a két fél: az USA és Eszak-
Vietnam 1960 és 1969 kozott fokozatosan emelte a tétet. Mindketten hatalmas anyagi és
emberi veszteségeket szenvedtek, végiil az USA 1épett ki 1975-ben.

3.8. példa. Tisztességes osztozkodas. 100 db 5Ft-os érmét kell elosztani két fél kozott.
Az 1. jatékos x érmét ajanl fel a 2. jatékosnak, és megtartana maganak 100 — z-et. A
2. jatékos vagy elfogadja ezt az ajanlatot és akkor hozzajut 5z forinthoz, vagy elutasitja,
és akkor egyik jatékos sem kap semmit sem. A (99,1) par az egyediili logikus Nash-
egyenstly: a 2. jatékos 1 érmével is beéri (az is tobb, mint a semmi), de a jatékelméleti
kisérletekben 30-40 érménél kevesebbel nem szoktak beérni. Ebben a jatékban a jatékosok
nem kovetik a dinamizalt (szakszdval: végjaték tokéletes) Nash-egyensiilyt. Ha a jatékot
sokszor megismételnék, akkor lenne remény a kiegyezésre, de ennek elemzése meghaladna
a fejezet kereteit. A fejezet végén az egyszeriibb fogolydilemmat azért dinamizaljuk!

3.9. példa. (Fogolydilemma ujratoltve.) Hogyan befolydsolja a megfogalmazés (a
»csomagolds”) a jatékot? Induljunk ki a fogolydilemma 3.6. tabldzatban atfogalmazott
valtozatabol:

3.6. tablazat. Fogolydilemma

2. jatékos Egytittmiikodik Verseng
1. jatékos
Egyiittmiikodik (3,3) (1,4)
Verseng (4,1) (2,2)

Ismert, hogy az egyensiilyi megoldas a (Versengés, Versengés).
Fogalmazzuk at a feladatot a kovetkezéképpen:

3.7. tabldzat. Atfogalmazott fogolydilemma

Magadnak Maésiknak
Egyiittmiikodik 1 2
Verseng 2 0
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Ha az egyuttmikodés gombot nyomod meg, akkor magadnak 1-et adsz, a masiknak 2-t;
ha a verseng gombot nyomod meg, akkor magadnak 2-t adsz, a masiknak 0-t. Belathato,
hogy az eredé az el6z6 tablazatban leirt nyereményparok tablazata. Ennek ellenére ezt a
jatékot a kisérletekben sokkal kooperativabban jatsszak, mint az eredetit, mert nyilvanvald
benne, hogy csak a masiktél johet az igazi nyereség.

A kovetkezé példa az igazmonddsra 6sztonzésrol szol (vo. 16.2. alfejezet érdekeltségi
feltételeivel).

3.10. példa. Salamoni itélet (Biblia). Két asszony egyszerre sziilt egy helyen. Az
egyiknek azonnal meghalt a gyereke, és magdénak kovetelte a masikét. Kiilsd szemlélo
utdlag mar nem tudta megallapitani, hogy valéjaban kié a gyerek. Salamon izraeli kiraly
(i.e. 1000. koriil) a kovetkezé boles itéletet hozta: , kettévagom a gyereket, és mindketten
megkapjak a gyerek felét”. Az igazi anya rogton lemondott a gyerekrdl (neki a gyerek
élete a legfontosabb), s ebbdl Salamon megtudta, hogy ki az igazi anya, és annak itélte a
gyermeket.

A kovetkez6 példa a fliggetleniil hozott dontések Osszehangoldsardl szél.

3.11. példa. Férjek és feleségek (v6. Shakespeare: A makrancos holgy). A brit tv-
ben nagy sikerrel jatszottak a kovetkezo jatékot. Tobb hazaspart behivnak, elkiilonitik a
férjeket és a feleségeket. Egy sor kérdést tesznek fol nekik: el akar-e menni koncertre vagy
sem; részt vesz-e egy tiintetésen vagy sem stb. Minél tobb véalasz egyezik egy hazaspéarnal,
annal nagyobb a nyereményiik. Hogy ne édllapodhassanak meg a parok elére az egyes
kérdésekre adandé valaszrél, a kérdéseket a két félnek egymastél fiiggetlen sorrendben
adjak fol. Mi az optimalis stratégia? Elore megéallapodnak abban, hogy a férj mindig azt
valaszolja, amit gondol, és a feleség latatlanban igazodik a férje ismert izléséhez — vagy
mindig forditva. A lényeg: az tigyes koordinacio.

A kovetkez6 példa egy szokatlan, de elgondolkodtatd jatékot ismertet.

3.12. példa. Az egyszam-jaték. A jatéknak sok részvevéje van. Mindenkinek gondol-
nia kell egy természetes szamot, amelyet bekiild a jatékvezetéhoz. Az nyer, aki a legkisebb
olyan szamot gondolta, amelyet méds nem gondolt. (Ha nincs ilyen szam, akkor nincs nyer-
tes!) Ha 2n + 1 részvevl van, akik koziil legrosszabb esetben éppen ketten vélasztjdk az
l-et, a 2-t, ..., n-et, akkor n + 1 lesz a legkisebb lehetséges nyerdszam. Minden mas eset-
ben kisebb a nyerészam. A Méro-féle Fiiles-palyazaton tobb mint 8 000 részvevo indult,
tobb mint 2000 kiilonboz6 szamot kiildtek be, és a legkisebb ,,egyedi” szam a 120 volt.

A kovetkezo6 példa egy izgalmas kisérletrol szamol be, amely azt vizsgalta: kialakulhat-
e kooperacié egy olyan vilagban, ahol mindenki 6nzo6?

3.13. példa. Stratégidk kisérleti versenye a fogolydilemma ismételt lejatszasanal.
Axelrod 1979-ben versenyre hivott fel sok ismert tuddst. Minden részvevonek be kel-
lett kiildenie egy szamitogépes programmal leirt stratégiat, amelytol a maximaélis nye-
reményt remélheti egy korversenyben, ahol a fogolydilemmat sok menetben lejatsszak,
de a részvevok elore nem ismerik a jaték hosszat. A beérkezd 14 program kozil Rapo-
port szerezte a legnagyobb nyereséget a T'it for Tat (szemet szemért) nevil stratégidjaval.
Mindossze két sorbol allt a program: 1. Az els6 1épésben kooperal. 2. Ezutan azt 1épi,
amit a partnere az el6z6 1épésben lépett. Axelrod két kozos vonast fedezett fel a sikeres
programokban: baratsagossagot és megbocsatast (a részleteket Mér6 1996 tartalmazza).

Miutan széles korben kozolte a verseny eredményeit, Axelrod 1982-ben egy masodik
versenyt is kifrt. Ezuttal sokkal tobb részvevo indult, de ismét csak Rapoport nyert,
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ugyanazzal a programmal. Most Axelrod harom ujabb jegyet is folfedezett a sikeres
programok kozott: provokalhatosdgot, reakcioképességet és kiismerhetoséget. Erdekes,
hogy Rapoport programja mind az 6t tulajdonsagot maximaélisan tartalmazta, és utélag
megéllapithato, hogy ez volt ismételt sikerének a kulcsa.

3.3. Optimalizalas elemi mdodszerrel

A modern kozgazdasagtanban alapveté szerepet jatszik, hogy a szereplOk szeretnének a
lehet6 legjobban jarni. Minden szereplének van célfiiggvénye, és vannak korlatai (figye-
lembe veendé feltételei). A |lehetd legjobb” azt jelenti, hogy ezen korlatok (feltételek)
mellett maximalizaljak a célfiiggvényiiket. Példaul minden fogyaszté ra jellemz6 ardanyban
szereti elkolteni a pénzét, vagy altalanosabban fogalmazva: a koltségvetési feltétele mellett
maximalizalja a hasznossagfliggvényét (5. fejezet). A vallalatok a profitfliiggvényiiket ma-
ximalizéljdk, de a koltségfliggvényiiket minimalizdljak (6. fejezet). Kozépiskolabdl ismert,
de mar Eukleidésznél (i.e. 300) megtalalhat6 a legegyszeriibb feltételes maximumfeladat:
adott keriiletii téglalapok koziil melyik teriilete a maximalis? A négyzeté.

A kozépiskolasokra vald tekintettel altaldban elkeriiljiilk az optimalizalasban alkal-
mazott fliggvényderivalast, és csak a konkav kvadratikus vagy ahhoz hasonlé fiiggvény
maximalizalasra szoritkozunk. Egy fiiggvényt akkor neveziink szigorian konkdvnak, ha
barmely két pontjat 6sszekotd egyenes, a hir a fliggvény alatt halad. Nem szigoru konka-
vitas esetén a hur részben vagy egészben egybeeshet a fiiggvénnyel. Kezdjiik a kvadratikus
fiiggvénnyel:

y = Br — Az?, A, B> 0. (3.1)

3.1. tétel. Azy = Bz — Az? fiiggvény maximumbhelye 2° = B/(2A) és a maximum
értéke y° = B?/(4A).

Megjegyzés. Ha beszorozzuk a maximalizdlandé fliggvényt —1-gyel, akkor az y =
— Bz + Ax? konvex fiiggvény minimumat kapjuk.

Fontossédga és érdekessége miatt két bizonyitast adunk a tételre.

1. bizonyitas. Annak idején a méasodfoku egyenlet megoldé képletének levezetésekor
teljes négyzetté alakitottuk (3.1)-et (illetve ellentettjét), most is ezt tessziik:

B>2 B2

A jobb oldal masodik tagja allandé, elso tagja akkor minimalis, ha 0, azaz a tétel all. [
A 2., altalanosithatd bizonyitas el6tt egy specidlis esetet vizsgalunk: A = B = 1.

3.13. példa. Elegendd az = € [0,1]-ra szoritkozni. Az y = z — 2? = z(1 — z)
fiiggvény maximumat a négyzetre emelt mértani és a szamtani kozép kozti egyenlétlenség
szolgaltatja: : 2

r+1—2x 1
s a maximumot adé egyenldséget © = 1 — z, azaz x° = 1/2 adja.

Megemlitjiik, hogy ha kicsit eltériink az optimumbhelytol, akkor az optimum értéke alig
valtozik: példdul x = 0,4 pontban 20%-kal tér el az optimumhelytdl, de a hozzd tartozo
fliggvényérték (y = 0,24) csak 4%-kal kisebb, mint az optimum értéke.
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2. bizonyitas. Az oOtletet a 3.13. példa adja. Az altaldnos esetben y = z(B — Ax),
de erre még nem lehet alkalmazni a mértani és a szamtani kozép kozti egyenlétlenséget.
Ha = < 0 vagy B — Az < 0, akkor y < 0, ezért feltehetjiik, hogy =, B — Ax > 0. Ha a
célfiiggvinyt még beszorozzuk A-val, akkor mar rendben vagyunk:

2

Ay = Az(B — Ax) < BI;

és a bal, illetve a jobb oldal egyenlGsége csak a két tényezo egyenlosége esetén teljestil:
Ar = B — Az, azaz x = x°. O
Miel6tt tovabblépnénk, sziikségiink lesz a kovetkezo nevezetes tételre.

3.2. tétel. n > 1 darab pozitiv szam szamtani kézepe legalabb akkora, mint a

mértani kozepe:
Tit -+ T

n

2> - Ty,

s egyenlOség csak a szamok egyenlGsége esetén all.

Bizonyitas. Cauchy-tdl (a korszakalkotd 19. szazadi francia matematikustdl) szarmazé
bizonyités lényege: a teljes indukciét nem n-r6l n + 1-re, hanem n = 2%-rél 2n = 2F+1re
végezziik, s a kozbiilso eseteket visszavezetjiik a hatvanyesetekre.

a) Duplazas. Legyen az elsé n szdmunk szamtani és mértani kdzepe rendre A és G, a
masodik n szdmunké pedig A’ és G'. Ekkor az (A+ A’)/2 és VGG’ a 2n szdm szamtani,
illetve mértani kozepe. Bizonyitando:

A+ A

> VGG

Az n szamra vonatkozo indukcios feltevés szerint A > G és A’ > G, tehat (G+G')/2 leg-
feljebb akkora, mint a bal oldali kifejezés. Viszont a két szamra vonatkozé egyenlétlenség
miatt (G + G')/2 legalabb akkora, mint a jobb oldali, ezért a fenti egyenl6tlenséget bebi-
zonyitottuk.

b) Visszavezetés. Tegyiik fol, hogy n < m < 2n, és legyen most A és G az m
szam szamtani és mértani kozepe. Ugy egészitsik ki az x1,...,x,, szambdl all6 soro-
zatot 2n-tagura, hogy a 2n-tagra érvényes egyenléségbol kovetkezzék az m-tagra érvényes
egyenl6tlenség. Ehhez valasszuk x,,.1 = - -+ = o, = A-t, ekkor a 2n szam szamtani koze-
pe valtozatlanul A. frjuk fol a 2n darab szamra mar bizonyitott egyenlétlenséget, ponto-
sabban annak 2n-edik hatvanyat: A?" > GMA?"~™. Egyszerlisitve A?" -nel, adédik a
bizonyitandé A™ > G™. Az egyenloség bizonyitasat az Olvasdkra bizzuk. U

A 3.1. tételhez hasonldéan jarhatunk el az altalanosabb szorzatfiiggvény altalanosabb
feltételes maximalizalasdnal. E tétel jeloléseit a kozgazdasagtani szokésok szerint valasztjuk
meg.

3.3. tétel. Legyen a <1, p, q, x, y és m pozitiv valés szam! Tekintsiik a kovetkezs
feltételes maximumfeladatot:

2z = z%'"* = max, (3.2)
feltéve, hogy
pr + qy = m. (3.3)
A feltételes maximumhely
1_
= g pollzam (3.4
p q
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Megjegyzés. Az természetes, hogy a novekedésekor x° novekszik, y° csokken, de
hogy a kapcsolat linedris, az mar meglepo.

Bizonyitas. Eloszor tegyiik fol, hogy « raciondlis szam, példaul o = r/s, r és s > r
természetes szdm; azaz 1—a = (s—r)/s. Ekkor a (3.2)-vel ekvivalens 2® = 2"y~ " feltételes
maximumat keressiik. Ahhoz, hogy az s darab pozitiv szam mértani és szamtani kozepe
kozti egyenlotlenséget alkalmazhassuk, r, illetve s — r darab

pr qy

és
r s—r

értékli szamot vesziink, amelyek szorzata konstansszorosa az eredetinek, Osszege viszont
m allandé. Egyenl6ség, azaz maximum akkor és csak akkor valésul meg, ha

pT_ qy

r s—r’

azaz (3.3) folytan a (3.4)-beli értékeknél. O

Megjegyzés. * A matematikai analizis eszkozeivel beldthatd, hogy ha « irracionalis
valés szdm, akkor r, /s, raciondlis szaimok sorozataval kozelitve a-t, a megfelel$ (z,,y,)
szamok tartanak az eredeti maximumbhelyhez.

Az alkalmazédsokban sziikségiink lesz a 3.3. tétel harom kovetkezményére. A lényeg,
hogy a célfiiggvény monoton novekvo transzformacidja valtozatlanul hagyja a maximum-
helyeket.

1. kévetkezmény. Legyen 7,5 > 0. Ha (3.2) helyett a némileg altaldinosabb
z =2y’ (3.5)
célfiiggvénynek a (3.3) feltétel melletti maximumat keressiik, akkor az az

a=— (3.6)

v+

helyettesitéssel visszavezethets (3.4)-re.
2. kovetkezmény. Ha (3.2)-t logaritmizaljuk, és a log-ban additiv
alogz + (1 —a)logy (3.7)
célfiiggvényt maximalizaljuk, akkor a feltételes maximumbhely valtozatlanul (3.4).

Megjegyzés. Lényegtelen, hogy milyen alapu logaritmussal dolgozunk (a > 1), de
sok esetben célszerii az in. természetes alappal dolgozni, ahol e = 2,718 ... az alap (vo.
6.1. segédtétel kovetkezménye).

3. kovetkezmény. Ha (3.5)-6t logaritmizaljuk, és a log-ban additiv

~vlogx + Blogy (3.8)

célfiiggvényt maximalizaljuk, akkor a (3.6) helyettesitéssel a feltételes maximumbhely val-
tozatlanul (3.4).
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3.14. példa. Bizonyos esetekben (3.8) helyett a sokkal egyszeriibb

U(z,y) =yr + By (3.9)

hasznossagfliggvényt maximalizéljuk (linedris programozas). Ez azonban nagyon elfajult
eset, és az optimum is elfajult:

x° = T, ha LS E,
p B q
mindegy, ha . ]—9;
B q
Y p
x° =0, ha = > =
B q
valamint o
. m—px
y e
q

Kozgazdasagi példa: ha kézombos, hogy margarint vagy vajat esziink, akkor mindig
az olcsobbat valasztjuk.

Most kimondjuk egy altalanos konkav skalar—skalar fiiggvény maximumanak a kalku-
lusbdl ismert elégséges feltételét. (Mivel derivalunk, ezért *-gal jelezziik a hatérsértést.)
Az intuitiv megértéshez nem kell tudni derivalni. Elegendd, ha az Olvasé elfogadja, hogy
az f'(r) szdm az f fiiggvény érint6jének a meredeksége az x pontban. Beldthato, hogy a
konkav fliggvény érintojének a meredeksége monoton csokken. Igaz a

3.4.* tétel. Egy sima konkdv f fiiggvény a korlatos [a,b] szakaszon felvett maxi-
mumara harom lehet6ség létezik:

vagy a <x°<b, ha f'(z°)=0; (3.10 - 1)

vagy =°=a, ha f'(a)<0; (3.10 — 2)

vagy x° =10, ha f'(b)>0. (3.10 — 3)

A 3.1. dbra szemlélteti a hdrom esetet az f(z) = z(a — z) fiiggvényre, a = —1, 1 és 2

esetén, ahol A, B és C jeloli a bal sarki, a lokalis és a jobb sarki optimumot.

3.1. abra. Sarok- és bels6 maximum

1,5 ]
C
L0
0,5 T
3 00 pE———t ; —>
;§\ A =~
2 -0,5 ~
Lg \
% -1,0 =
E s — — - Bal sarokban ~ ~
o Ko6zépen N
-2,0 ( - = = = Jobb sarokban
-2,5
0,0 0,5 1,0
Valtozé
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A fejezet végén megvizsgalunk egy fontos egyenlotlenséget, amelyet az elemi optima-
lizaldsnal alkalmazhatunk.
Induljunk ki az f skalar-skalarfiiggvény szigort konkavitasanak kovetkezé definiciéjabol:

fAzx+ 1 =Ny) > Af(z)+ (1= N)f(y), 0< A<, x #y.

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy szigorian konkav fiiggvény esetén barmely két pontot
0sszekotd hur a fliggvény alatt fekszik. Ezt altalanositja tobb pontra a

3.5. tétel. (Jensen egyenlbtlenség, 1906.) Legyen f egy szigorian konk&av skaldr—
skalar fiiggvény az [a,b] szakaszon értelmezve, legyen (x;) € [a,b] és \; > 0, amelyre

> A = 1. Ekkor
f (Z Ax) >3 "N (@), (3.11)
i=1 =1

és egyenlGség csak az vy = --- = x, esetben all.

Megjegyzések. 1. A 3.5. tétel egyik szemléletes jelentése: az (x;, f(z;)) pontokban
A; nagysagu tomegeket helyeziink el. Ekkor az z-témegkdzpontban vett f-érték az f(x;)-k
tomegkozpontja folott van.

2. Mésik szemléletes jelentése a 16. fejezetben bevezetendo varhato értéken alapul: az
X valtozé varhato értékének konkav fiiggvénye legaldabb akkora, mint az X fliggvényének
a varhato értéke. Képletben: f(EX) > Ef(X).

3. (3.11) a kovetkezOképp alkalmazhaté az optimalizdlasndl: tegyiik fol, hogy > | Az,
allandé, ésa Y ;| A f(x;) Osszeget kell maximalizalni. Ekkor a maximumhely z;-k egyenlé-
ség esetén adddik, és értéke (3.11) bal oldala.

Bizonyitas. n = 2-re a Jensen-egyenlotlenség a konkavitas.

Most n — 1-r6l n-re 1éptink. Legyen X, = N\;/(1 —\,), i = 1,2,...,n— 1 és x =
S Ny, SN = 1. Ekkor

f <Z Aﬂz’) = f((1 = o)z + A\puy)-

A jobb oldalra el6szor alkalmazzuk a 2-tagi, majd az n — 1-tagu egyenlotlenséget:

—_

n—

I =Xz + Anwn) = (1= An) f(2) + Anf(2n) = A Aif (i) + Anf ().

1

(2

O

3.15. példa. Aki a kalkulust ismeri, az egyszertien beldthatja, hogy f(z) = logx
derivaltja 1/x (v6. 10.4.* tétel bizonyitasa), csokken6 fliggvény, azaz f szigorian konkdv
fiiggvény (z > 0), tehat megkapja a Jensen-egyenlotlenség egyik legnevezetesebb specidlis

esetét:
log <Z )\@-:CZ) > Z A\ log z;.
i=1 i=1

Ez az egyenlétlenség fontos szerepet jatszik a kézgazdasagtanban is (pl. 5.2. alfejezet).
Behelyettesitve e*-be, (ahol e = 2,718...) adédik a sulyozott szdmtani és mértani
kozép kozti egyenl6tlenség (a 3.2. tétel dltaldnositasa):

Nxy+ o+ AN, > [Ei\l . 932" (3.12)
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Meglepd lehet, hogy a logaritmusfiiggvény konkavitdsanak elemi bizonyitasa viszont

(3.1) specidlis esete (n = 2):
/\1l‘1 + )\QZEQ Z {L‘i\ll';q, (312/)

sot, elegend6 a hagyomanyos alak is:

T+
! 2 2\/%’1552.

2

3.5. feladat. Kovetve a 3.3. tétel bizonyitdsaban alkalmazott transzformaéaciot, iga-
zoljuk a 2. kovetkezményt a Jensen-egyenl6tlenséggel a kovetkezd szereposztasban:

i
Y .

x !
o l—«
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

4. Bonyolultabb linearis dinamika

A 4.1. és a 4.2. alfejezetben a 2.1. alfejezetben targyalt elsorendl differenciaegyenletet
altalanositva, olyan (mdasodrendil) dinamikus rendszert vizsgalunk, ahol a jelen allapot
nemcsak az egy, hanem a két idészakkal korabbi allapottdl is fligg — mindkét esetben
linearisan, megkiilonboztetve a pozitiv és nempozitiv diszkriminans esetét. A 4.3. alfeje-
zetben visszatériink az elsérendi differenciaegyenletekre, de skalar helyett vektorvaltozdoval.
A 4.4. alfejezetben egy olyan modellt vizsgdlunk, amelyben a beruhézasok igazodasa a
kereslethez ciklust okoz az egész gazdasagban. Kell6 paraméterértékek esetén cikliku-
sak a széban forgd valtozdk. (A 7. és a 15. fejezetben nemlinedris dinamikét is ta-
nulményozunk.)

4.1. Masodrendu linearis differenciaegyenletek: pozitiv diszkri-
minans

To6bb alkalmazdsban is sziikségiink lesz az elsérendii (dllandé egyiitthatds) linedris diffe-

renciaegyenlet tovabbfejlesztésére, amelyet mdsodrendiinek neveziink (A # 0):

Li+1 :Alxt+A2xt—1+Ba t:()71727"" (41)

ahol zy és x_; kezdeti allapotpar, valamint A, Ay, B egyiitthaté adott. Itt az 1j allapot
az elozo két allapottdl fiigg. A cimben szereplé pozitiv diszkriminans jelentése hamar
érthetévé valik.

Az egyensiilyi allapot ismét konnyen meghatarozhato:

z° = All’o -+ AQIL’O -+ B, (410)
azaz B
o= 4.2

feltéve, hogy A; + Ay # 1. (A kizért esetben &dltaldban nincs egyenstily, kivéve a B = 0
esetet, amikor minden allapot egyensily — amelyet egy kétszeres kezddallapot hataroz
meg.) Ismét bevezetve az &; = x; — z° eltérésvéltozokat, ezek mar egy masodrendii
homogén linearis differenciaegyenletet elégitenek ki:

it-ﬁ-l = Al.fft + Agft_l, t= 0, 1, 2, ceey .QAZQ, .Cfﬁ_l adott. (43)

Az elsorendli egyenlethez hasonléan most is mértani sorozat alakjaban keressiik a
megoldast: Z; = EXY, ahol € # 0 és X # 0 valds szdmok. Behelyettesitjiik a feltételezett
megoldést a (4.3) homogén lineéris egyenletbe:

f)\t+1 = Alf)\t + Agé_/\til.
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

X Lnel osztva,
M=AN+A, azaz  pA) =N -A\N-4,=0 (4.4)

masodfokd, un. karakterisztikus egyenlethez jutunk. (Mivel As # 0, ezért A # 0!) Egyelére
feltessziik, hogy D? = A% 4+ 4A, > 0, azaz a diszkrimindns pozitiv. Ekkor a (4.4) egyen-
letnek két kiilonbozo valos gyoke van (1: +, 2: —):

A+ /AT + 44,

A1 = 5
Elokészitésként a 4.1. tablazatban harom palyat mutatunk be, amelyek azonos kezdo-
pontparbdl indulnak (z_; = 0,6; ¢ = —0,9), de harom egyiitthatéhdrmas adja 6ket

(B = 0): az 1. oszcilldlva robban (A; = —0,5, Ay = 1), a 2. csillapitas nélkiil ciklizél
(A; =0, Ay = 1) és a 3. oszcillaciomentesen stabil (4; = 0,5, As = 0,1).

4.1. tablazat. Haromféle palya

Id6szak Instabil 2-ciklus Stabil,  osz-
oszcillacio cillaciémentes
t x(1) x(2) x(3)
-1 0,600 0,600 0,600
0 —0,900 0,900 —-0,900
1 1,050 0,600 0,390
2 —1,425 —-0,900 —0,285
3 1,762 0,600 —0,181
4 —2,306 0,900 -0,119
5 2,916 0,600 —0,078
6 3,764 0,900 0,051
7 4,798 0,600 -0,033
8 —6,163 —0,900 —0,022

Eloszor két specialis kezdeti allapotparra mutatunk be egy-egy elfajult megoldast, s
ez a negativ diszkriminansnal is hasznos lesz.

4.1. példa. Ha a két kezdeti allapotra igaz, hogy o = \iZ_1 vagy Tg = A\2Z_1, akkor
a megoldés &, = N\ Zg vagy &, = \sZo.

Altalanos kezdeti allapotpar esetén a fenti elfajult megoldasok linearis kombinaciéjaként
addédik a megoldas.

4.1. tétel. a) Pozitiv diszkriminans mellett a (4.1) mdsodrendii linedris differencia-
egyenlet altaldnos (kezdeti értéktél fiiggetlen) megolddsa

B =G+ &y (4.5)

alaki, ahol & és & tetszbleges valos szampar. b) Adott kezdeti feltételek mellett a (&1, &s)
egylitthatopar egyértelmiien meghatarozhato a kovetkezo linearis egyenletrendszerbdl:

To=&6+& b =N &N (4.6)

Bizonyitas. a) Mivel (4.4) értelmében a \! és a A megoldds kielégiti a (4.3) rekurzidt,
ezért tetszoleges linedris kombindcidjuk is kielégiti. Valéban, behelyettesitve (4.3) bal,
illetve jobb oldaldba a (4.5) kombinéciét ¢ + 1-re, illetve t-re és t — 1-re,

ST+ QAT = A [E ] + L) + A [GAT + LA, t=20,1,2,...
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

Az egyenlet a & és a & egylitthatds tagokra (4.4) miatt egyenként is all.

b) Konstrukciéja miatt a valasztott egyiitthat6ji kombindcié kielégiti a két kezdeti
feltételt. A probléma természetébdl adddik, hogy mas megoldas nincs. 0

A megoldas zart alaku felirdsa 6nmagaban is érdekes, de még érdekesebb, hogy segitsé-
gével megadhaté a stabilitds és az oszcilliciomentesség aszimptotikus feltétele is. (A rend-
szert aszimptotikusan oszcilldciomentesnek nevezziik, ha hosszabb tavon az eltérésvaltozé
nem valt eléjelet.) Az abszolit értékben nagyobb, in. domindns gyokbél indulunk ki,
amely A; el6jelétdl fliggben Ay (A1 > 0) és Ag (A; < 0), a hosszi tdvon domindns tag
pedig &1 AY, illetve & ML; az atipikus A; = 0 esetén a két gyok abszolit értékben azonos, a
megoldds 2-periédusi rezgés (a 4.1. tablazat 2. pélydja): xo 1 = Abx 1 és oy = Abxy.

4.2. tétel. a) Pozitiv diszkrimindns mellett a (4.1) masodrendii linedris differencia-
egyenlet egyensilya pontosan akkor aszimptotikusan stabil, ha

|As] < 1 és Ay —1< A <1— A,
b) A palya aszimptotikusan pontosan akkor oszcilliciomentes, ha
Al > 0.

Megjegyzés. Az a)és b)esetszétvalasztas nem teljes, példaul szandékosan kimaradt
a stabil, de aszimptotikusan nem stabil rendszer és a rovid tavon is oszcillaciémentes
rendszer.

Bizonyitads. a) Sziikségesség. Ha a rendszer aszimptotikusan stabil, akkor (4.5)
szerint mindkét gyok kisebb, mint 1: |Aq], |A2| < 1. Ahelyett, hogy a masodfoku egyenlet
megoldoképletét behelyettesitenénk az egyenlétlenségbe, el6szor a gyokok és egytitthatok
kozti méasodik egyenldséget alkalmazzuk: —Ay = A Ay miatt |Ay| < 1 teljesiil. Stabilitas
esetén a (4.4)-beli p(A) polinom —1-ben és +1-ben is pozitiv, azaz

1+A —Ay >0 és 1—A1—A2>O,

azaz a) all. Az elégségesség hasonléan igazolhatd.
b) (4.5) szerint a rendszer aszimptotikusan oszcilldcidmentes, ha |As| < Aj. A gyokok
és egylttthatdk kozti elso egyenldséget alkalmazva, 0 < Ay + Ay = Aj. O

4.2. példa. Anélkiil, hogy ismerte volna a fogalmat, masodrendi linedris differencia-
egyenletet el6szor a Fibonacci néven szereplo Leonardo pisai matematikus vizsgdlt 1202-
ben: F, = F, 1+ F,_5, F1 =1 = F, de 6 még nem és sokdig mas sem tudta a megoldast
zart alakban el6allitani. Szerencsére 1740 koriil a nagy Euler talalt egy viszonylag egyszerti
modszert az Un. n-ed rendi homogén linedris rekurzio megoldasara, ezt ismertettik a
masodrendli esetben — a konkrét képlet Binet nevét viseli. Ez a masodrendii linedaris
rekurzié a természetben és miivészetben is fontos szerepet jatszik.

A megoldés a A2 = \ + 1 karakterisztikus egyenlet

A = 5

gyokparjan keresztiil vezet Fy (4.5)-beli zart alakjahoz. Figyeljiik meg, hogy egy termé-
szetes szamokra vonatkozé feladat megoldasdhoz ki kellett 1épniink az irracionalis szamkor-
be! Egyébként F,,q/F; tart az aranymetszéshez, 1,618...-hoz.

Feladatként tizzik ki a 2.2. tétel dltaldnositasat a masodrendii rendszerre.
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

4.1. feladat. Mutassuk meg D? > 0 esetén, hogy ha a (4.1) mdsodrend(i linedris rend-
szer palyai korlatosak, akkor két kozeli kezdeti allapotbdl induld pélya az idok végezetéig
kozel marad egyméshoz!

A kozgazdasagi modellek vilagédba vezet at a

4.2. feladat. Altaldnositva a (2.7) egyenletet, tegyiik fol, hogy minden id6szakban a
tokenovekedés két részbdl adddik: az 1j beruhdzasok v és az el6z6 idészaki beruhazasok
1 — 1)-részét helyezik tizembe, ahol 0 < ¢ < 1:

Kt:Kt,1+1/JIt+(1—2/J)It,1, t:172,

Minél nagyobb a 1) értéke, annal gyorsabb a beruhazasok iizembe helyezése.

a) Bizonyitsuk be, hogy egyenletiink a (2.7) mésodrend homogén linedris differencia-
egyenlet specidlis esete, pozitiv diszkrimindnssal! (Ez a kivételes B = 0, A1 + As = 1
eset.)

b) Milyen (Ko, K_1) kezdéértékparokra lesz a K;/K; 1 sorozat allandé (egyensilyi
novekedés)?

c) Igazoljuk, hogy a tetszéleges (Ko, K_1) kezd6értékpar esetén a pélya tart az egyensu-
lyi palyahoz!

d) Mutassuk meg, hogy a b)-beli egyensulyi névekedési iitem 1) novekvé fiiggvénye!

A pozitiv utan kiilon kell vizsgdlni nempozitiv diszkriminans esetét.

4.2. Nempozitiv diszkriminans

Kezdjiik a negativ diszkrimindnssal: A? < —4A, esetén trigonometrikus alakban adddik
a megoldas. De mindenekel6tt célszeri lesz bevezetni a kovetkezd definiciot.

Legyen P egy természetes szam. Egy (z¢,x1,...) sorozatot P-ciklusnak neveziink, ha
P id6szakonként ismétlodik, de rovidebb szakaszra nem:

Tkptr = T, r=0,1,...,P—1, k=1,2....

Azaz P a legkisebb ilyen szam — a periddus. Megjegyezziik, hogy a P = 1 eset elfajult
ciklus, hiszen a sorozat minden tagja azonos: x; = xs = - - - (egyensily).
Bemelegitésiil bemutatjuk a két legegyszeriibb ilyen esetet.

4.3. példa. 4-fazisu inga: x4 = —x4_1, x9 = 1, z_1 = 0. Helyettesitéssel belathato,
hogy az allapotsorozat 1,0, —1,0, ..., tehat 4-ciklus.

4.3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az x;,1 = x;—x;_1 masodrendii differenciaegyenlet
barmely kezdeti érték melletti megolddsa 6-ciklus! Vegyiik észre, hogy az (1,1,0,—1, —1,0)
sorozat a cikluson beluli ismétlodés ellenére is 6-ciklus.

Két lépésben kimondjuk az altalanos tételt, amely a fizikabol ismert rezgést irja le,
ahol a kilengés maximuma nemcsak allando, de idében novekvé vagy csokkeno is lehet;
emellett a rendszer indulé allapota lehet kisebb, mint a maximum, periddusa tipikusan
nem egész.

El6szor feltessziik, hogy kilengés maximuma allandé, emellett a rendszer indulé allapota
maximalis. Ekkor a ciklikus pélyat a diszkrét ido ellenére alkalmas folytonos periodikus
idofiiggvény egész értékli pontokban vett helyettesitési értékeként keressiik:

Ty = T cos pt, t=0,1,2,..., (4.7)
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

s az altaldnositott periédus az &g cos pt = &g cos p(t + P) egyenlet legkisebb pozitiv meg-
oldéasa:
27

o
Fizikdban a ¢ > 0 paramétert szogsebességnek nevezik, hiszen ez mutatja, hogy a polarkoor-
dinata-rendszerben a (cos @t, sin pt) pontot az origéval Osszekotd sugar egységnyi id6 alatt
milyen szogben fordul el. Kozelitéleg a Fold a Nap kortili palyajan napi 1°-ot halad.

A (4.8)-beli periddus hossza altaldban nem természetes szam, ekkor nem beszélhetiink
szigoru ciklusrél. Ha P > 1 raciondlis szam, példaul egyszertisitett alakban p/q, ak-
kor ¢ korforgas utdn z, = xp, és onnan ismétlédik a palya. Emiatt van sziikség a
szokéévek bonyolult rendszerére. (Példaul Julius Caesar i.e. 45-ben minden negyedik
évet szok6évnek nyilvanitott, és ezekben az években a 365 naphoz hozzatett egy 366.-at.
Vajon idészamitdasunk 525. évi bevezetésekor mar tudték-e a szok6évek helyét?) Ha azon-
ban P irracionalis szam, akkor szigorian véve sohasem tér vissza a rendszer az eredeti
allapotaba. (Valami ilyesmi okozta, hogy 1582-ben Gergely papdanak modositani kellett
ezt a naptarrendszert is, és kihuzni a szokéévekbdl a 100-zal oszthatdkat, és visszatenni a
400-zal oszthatdkat.)

A tovéabbiakban a (4.3) mésodrend homogén linedris differenciaegyenlettel szarmaztat-
juk a periodikus megoldasokat.

2 (4.8)

4.3. tétel. Negativ diszkrimindns esetén a (4.3) rendszer minden &y # 0 kezdéfeltétele
melletti megolddsa pontosan akkor (4.7) alaki, ha

Ay =—1, azaz  |A1] <2 (4.9)
és A
iy = 71:;:0. (4.10)
b) A ¢ szogsebességet
A
cos p = 71 e(—-11) (4.11)

hatarozza meg.

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az A? < —4A, = 4 feltétel
szitkséges és elegendd ahhoz, hogy a (4.11) implicit egyenletnek legyen pozitiv ¢ meg-
oldésa.

2. Kiemeljiik, hogy a masik ciklusfeltétel milyen egyszerti: Ay = —1. Ez egy elemi meg-
fontolasbdl is kovetkezik: ha minden pélya ciklikus, akkor id6ben megfordithaté. (Ilyenek
a mechanikai mozgéasok, de mar idében a hétani folyamatok is megfordithatatlanok, nem
szolva a bioldgiai és a tarsadalmi folyamatokrdl.) Ez viszont azt jelenti, hogy ha a (4.3)
egyenletet idoben visszafelé oldjuk meg, ugyanazt a palyat kapjuk:

Ty = Ay Airy — A o, t=0,—-1,-2,..., (4.3")

A két egyenlet pontosan akkor ekvivalens, ha teljesiil (4.9a).

3. Aj szerepe is jol lathaté; minél nagyobb A; algebrailag, anndl hosszabb a periodus:
Ay = —1lre P =3, Ay = 0ra P =4 (4.3. példa), A; = l-rte P = 6 (4.2. feladat). A
fiiggés azonban er6sen nemlinedris!

4. Linearis ciklusmodelliinknek két gyengéje van: 1) a kilengés maximuma a kezd6érték-
t6l fligg, 2) a ciklus feltétele pengeélen téancol: |As| < 1 esetén (példdul a surlédasos
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ingédndl) az allapot tart a 0-hoz, |As| > 1 esetén az édllapot periddusonkénti maximélis
abszolut értéke tart a végtelenhez. Ezek a gyengeségek csak nemlinedris modellekben
kezelhetok.

Bizonyitas. Behelyettesitjiik a feltételezett (4.7) megoldast a (4.3) masodrendi ho-
mogén linedris differenciaegyenletbe:

T cos(pt + ) = A1Zg cos pt + AgZg cos(pt — ).

Elosztjuk az egyenlet mindkét oldalat 7o # 0-val, és alkalmazzuk a koszinuszfiiggvény
addicids képletét:

cos pt cos p — sin gt sin g = Aj cos pt + Ag(cos ¢t cos ¢ + sin pt sin ).

Két részre bontjuk az egyenletet, és mindkét részre megkoveteljiikk az egyenléséget.
(Belathato, hogy ez nemcsak elégséges, de sziikséges is.) A sin ¢t egyiitthatdinak egyenlé-
sége —1 = Ay. A cos gt egylitthatéinak egyenlésége cosp = Ay + Ascos g, s ez (4.9)-cel
egylitt (4.11)-gyel ekvivalens.

A kezdbértékekre vonatkozé (4.10) feltétel egyszeriien adédik abbél, hogy (4.7) értelmé-
ben &; = &_1, s ezt behelyettesitve (4.3)-ba: &1 = A1Zg — &_1, azaz (4.10). O

A 4.3. tételt szemlélteti a 4.1. dbra: A} = 1, Ay = —1, g = 1 és z_; = 1/2
kezdoallapottal, folytonos idéskalan bemutatva.

4.1. abra. Ciklus, n =2

1,5

N _
N /

0,0 2,0 4,0 6,0
Id6észak

Allapot

Ratértink a bonyolultabb esetre, ahol a maximalis kilengés idében valtozhat, és az
elso ciklus kezdoértéke tipikusan kisebb, mint a maximum; megjelenik a fizikaban csil-
lapitasi tényezonek és fazisszognek nevezett (a,d) paraméterpar. (A csillapitdsi tényezd
szemléletesen azt mondja meg, hogy az egymast kéveté maximumok aranya mekkora.
A fazisszdg a kezdés és a maximum kiilonbségét méri: példaul esztétikai okokbdl sze-
rencsésebb lenne az 4j évet januar 1-je helyett december 21-én, a téli napfordulén kezdeni.)
Ilyenkor nem ciklusrél, hanem harmonikus oszcillaciorol, rezgésril kell beszélniink, ahol
a folytonositott idejii palyak nem térnek vissza onmagukba, de azonos P periodusonként
valtanak el6jelet.

4.4. tétel. a) Ha A? < —4A, (tehdt Ay < 0), akkor (4.3) palydja

2y = ra cos(pt + 4), t=0,1,2,... (4.12)
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alaki, ahol a csillapitasi egyiitthato

és a szogsebesség
Ay
cosp = —— € (—1,1). 4.14
o= s A €LY (110

b) A tovabbi paraméterek (r amplitido és § fazisszig) a kezdeti feltételekbdl adédnak:

A

To = 1rcosd és #_1 =ra"tcos(§ — ). (4.15)

Megjegyzések. a) Konnyen belathatd, hogy (4.9)—(4.10) esetén a 4.4. tétel a 4.3.
tételre egyszertisodik.
b) Ha a rendszer felrobban: a > 1, akkor a linedris kozelités altaldban érvényét veszti.
¢*) Kiilon meggondolast igényel, hogy a nemlinedris (4.15) egyenletrendszernek mindig
van (r,0) megolddsa. (4.15) mésodik egyenletét elosztva az elsével, és a koszinusz addicids
képletét alkalmazva:
T4 cosd cosp +sindsingy

— =a = a(cos ¢ + tan d sin ),
Zo cos 0

ahonnan adddik § (itt cot a ctg-t jeloli):

A

Tr—1

tand = EEeEE—
aXo S @

—a ' cot ©.

d*) Aki ismeri a komplex szamokat, az felismerheti, hogy a (4.12) megoldds a 4.4.
tétel kiterjesztése komplex szamokra. Sot, igy lehet rajonni a képletre.

Bizonyitas. Bevezetjiik a ¢, = pt + ¢ jelolést és behelyettesitjiik a feltételezett (4.12)
megoldést a (4.3) méasodrendii homogén linedris differenciaegyenletbe:

ra'tt cos(; + @) = Ayra’ cosip, + Agra’t cos( — ).

1

Elosztjuk az egyenlet mindkét oldaldt ra’~l-nel, és alkalmazzuk a koszinuszfiiggvény

addicios képletét:
a®(cos ¥y cos  — siny sin @) = Aja cos ¥y + As(cos i, cos p + sin 1, sin ).

Két részre bontjuk az egyenletet, és mindkét részre megkoveteljiikk az egyenléséget.
(Belathato, hogy ez nemcsak elégséges, de sziikséges is.) A sint); egyiitthatdja két oldalon:
—a?sing = Ajsing, amely teljesiil (4.13) miatt. A cost; egyiitthatdéja a két oldalon:
a®cosp = Aja + Ascos o, amely teljesiil (4.14) miatt. O

A 4.4. tételt szemlélteti a 4.2. abra: A; = 1, Ay = —0,9 és a megfelelo kezdeti
feltételek, 1jbdl folytonos idoben abrazolva.
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4.2. abra. Csillapitott oszcillacio, n = 2

1,0 &

N SN/
T T
N4 ~

-1,0

Allapot

Id6

Most a 4.2. tablazatban a differenciaegyenlet egytitthatéinak fiiggvényében osztalyozzuk
a masodrendii linearis differenciaegyenlet legfontosabb megoldasi tipusait, a pozitiv diszk-
riminans esetében mindharom alesetre vonatkozik az aszimptotikus jelzo.

4.2. tablazat. Legfontosabb megoldasi tipusok osztédlyozasa

Diszkriminans Egyutthatok Tulajdonsagok
A? +445,>0 (aszimptotikusan)
Ayl <1, Ay—1<A; <1— Ay stabil
A >0 oszcillaciomentes
A <0 oszcillalo
AT+ 44, <0 periodikus
1< A;<0 aszimptotikusan stabil
Ay =—1 ciklikus (P > 2)

Az alfejezet végére marad az elfajult (atipikus) 3. eset, amelyet csak példaként tagla-
lunk.

4.4. példa. A? = —4A; # 0 esetén A = Ao = A;/2, és (4.5) helyett keresiink a
mértani sorozattdl fliggetlen mésik megolddst (amely nem skaldrszorosa Af-nek), t\'-t:

By = EN + &t (4.4%)

kombindciéval kisérleteziink (minden ¢-re). Ellendrzésként behelyettesitiink (4.3)-ba, és
egyszeriisitve AX'=2-nal, adédik az 1ij karakterisztikus egyenlet:

€1+ &+ 1IN = A& + &t] 4+ Ao[& + &t — 1))

Az Ay, Ay egyiitthatok kapcesolata miatt mind a &, mind a & egytutthatds tagokra all az
egyenléség, tehat jo volt a (4.5%) otlet. A kezdeti feltételbdl egyszeriien

Ay

To=6& és T = (51 - 52)/)\: azaz §o =T — 71’71-
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

4.3. Tobbvaltozos dinamika

Ebben az alfejezetben a 2. fejezet fontos altalanositasaval, az elsorendit tobbvdltozos
linearis differenciaegyenletekkel foglalkozunk, de csak két specialis esettel. Eloszor felirjuk
az altalanos kétvaltozos esetet:

Tir1 = axy + by, és Yir1 = Cxy + dy;.

Megmutatjuk, hogy a homogén masodrendi differenciaegyenlet is felirhaté ilyen alakban,
ha bevezetjik az y; = x;_; jelolést. Valoban,

Tir1 = All't + Agxt,l, t= 0, 1, 2, ceey (410)
ekvivalens a kovetkezd kétvaltozds rendszerrel:
T = A1y + Aoy, és Yir1 = Ty,

azaz

a=A;, b=A,, és c=1, d=0.

Ratértink egy konkrét n-vdltozos egyenletrendszerre, de az egyszerliség kedvéért nem
hagyomanyos t — t + 1 alakban irjuk fol, és a kozépiskolai szintet meghalado explicit
megoldast is kihagyjuk, viszont elemileg igazoljuk a stabilitast.

Legyen n > 1 természetes szam, és 0 < 11 < 29 < --- < z, < 1 n db valds szam az
egységintervallumon. Jelolési okokbdl legyen zy = 0 és x,.; = 1. Tekintsiik a kovetkezo
transzformaciot:

g = Dt T T T Tin 7 .
1 2 Y Y )
ahol zj, = 0 és 27, ., = 1. Minden nagy lépésen beliil egyszerre elvégziink n kislépést.

Kérdés: ha sokszor megismételjiik a transzforméciot, hova tartanak a pontok? Belatjuk,
hogy az z; pont az 9 = i/(n + 1) osztéponthoz tart.

Szemléletesen: egy 100 m hosszu intervallumon véletlen pontokban all n ember. Meg-
jeloljiik a helytiket, majd egy lépésben mindegyik ember bal és jobb oldali szomszédhelyé-
nek a felezépontjaba 1ép. Hova tart a folyamat?

A bizonyitas soran a szomszédos pontok tavolsdgat, illetve maximumukat vizsgéljuk.
Legyen d; = x;—x;_1, illetve d; = z,—x,_,. Belatjuk, hogy a maximum a transzforméciéval
csokken vagy allandé marad:

max d, < maxd;.
1 (2

Ezt igazolandd, helyettesitsiik be z-t di-be:

g = Tzl + Ty Lo+ X Tl — T+ T — o dio1+dig
! 2 2 2 2 '
Maximumot véve adédik az egyenlotlenség. Az is lathatd, hogy egyenldség pontosan akkor

teljesiil, ha két majdnem szomszédos tavolsag egyarant maximalis volt:
diofl = di0+1 = miaXdi

Ha a kovetkez6 pontban is megismétlodne az egyenlotlenség, akkor méar 4 maximalis
kezdotavolsag lenne egyenld, és ez egy id6 utan teljes egyenloséget jelent.

A 4.3. tablazatban 6nkényesen valasztott kezdonégyesre numerikusan szemléltetjiik a
folyamatot. A konvergencia (az aszimptotikus kozelités) nem monoton, de elfogadhaté
sebességii.
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

4.3. tablazat. Az egyideju helyvaltoztatas konvergencidja

1do Allapotok

t I T Z3 Ty
0 0,150 0,310 0,550 0,850
1 0,155 0,350 0,580 0,775
2 0,175 0,368 0,563 0,790
3 0,184 0,369 0,579 0,781
4 0,184 0,381 0,575 0,789
5 0,191 0,380 0,585 0,788
6 0,190 0,388 0,584 0,793
7 0,194 0,387 0,590 0,792
8 0,193 0,392 0,589 0,795
9 0,196 0,391 0,594 0,795

10 0,196 0,395 0,593 0,797

Erdemes ugy modositani a transzformaciét, hogy minden nagylépés i-edik kislépésében
mar az el6zo kislépésben kiszamitott friss bal oldali hellyel szamolunk:
xézw, 1=1,2,...,n,
2
ahol z{, = 0 és 2/, = 1. Kérdés: ha sokszor megismételjilk a nagy 1épést (a transz-
forméciét), hové tartanak a pontok?

Szemléletesen: most minden ciklusban balrél jobbra haladva egymaés utéan foglaljak el
az emberek két szomszédjuk kozti felez6pontot, s amikor a kislépések befejezodnek, tjra
kezdodik a nagylépés. Mi lesz a folyamat végén? Ugyanaz, mint az elsé esetben.

Ezt az esetet egyszeriibb elemezni, mert minden kislépésben az érintett szomszédok
maximalis tavolsdga csokken, kivételes esetben véltozatlan marad. Valéban, a szamtani
kozép tulajdonsdga miatt az i-edik pont tavolsdga bal (és jobb) oldali szomszédjatdl fele
lesz az i-edik pont két szomszédja kozti tavolsagnak, amely altalaban kisebb, mint a
kislépés elétti nagyobb tévolsig (de legfeljebb egyenld vele).

A 4.4. tdblazatban numerikusan szemléltetjiik a frissitett folyamatot. A konvergencia
majdnem monoton, és gyorsabb, mint az el6z0.

4.4. tablazat. A frissitett folyamat konvergenciaja

1do Allapotok

t T ) XT3 Ty

0 0,150 0,310 0,550 0,850
1 0,155 0,353 0,601 0,801
2 0,176 0,389 0,595 0,797
3 0,194 0,395 0,596 0,798
4 0,197 0,397 0,597 0,799
) 0,198 0,398 0,598 0,799

4.4. Beruhazasi ciklusok

A bibliai Jozsef hét kovér esztendejét kovetd hét sziik esztendeje 14-éves gazdasagi cik-
lust jelent, és a ciklusok a modern gazdasidgban is megmaradtak. Mivel a GDP-n beliil a
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4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA

beruhézas kisebb és valtozékonyabb, mint a fogyasztds, ezért ezeket a ciklusokat gyakran
a beruhdzédsok ciklikus mozgasa okozza. A Nobel-dijas brit kozgazdasz, Hicks (1950) be-
ruhazasi ciklusmodellje torténetileg az egyik legérdekesebb és leghasznosabb kozgazdasagi
modell. Médszertani szempontbdl az adja az érdekességét, hogy mindossze két fiiggetlen
valtozédval képes a gazdasag ciklusait modellezni. A linearis mag csak el6készités, a teljes
modellt a nemlinedris burok adja (7.3. alfejezet). Makrookonémidban megszokott médon
valtozatlan aras értékekkel dolgozunk, és itt eltekintiink a hosszu tavi novekedéstol. Hasz-
nos megkiilonboztetni a beruhazasokat a fogyasztastol: az elobbi csak kozvetve segiti az
utébbit. Legyen Y; a termelés (GDP), I; a beruhdzds és C; a fogyasztds volumene a t-edik
idészakban. Zart gazdasagot feltételeziink, ahol nincs se export, se import.
Zéart gazdasdgban a harom valtozé kozott egy azonossag all fenn;
GDP azonossag: termelés = beruhdzas + fogyasztas, azaz teljestl

Clark 1917-ben vezette be a beruhdzdsi akcelerdtort (gyorsitét), amely szerint minden
idoszakban az indukalt beruhézas aranyos a kovetkezo idoszakra vart termelésvaltozasaval:
B(Yi1—Y;), B > 0. Eloretekint6 helyett visszatekint6 varakozast feltételezve, az indukalt
beruhédzast az el6z6 id6szak termelésvéltozasaval vessziik ardnyosnak: S(Y,2, —Y,,). A
szoban forgd egyenletet Hicks kiegészitette az autonom beruhdzdssal, amely fliggetlen a
gazdasig helyzetétsl: I*. Példaul a gazdasdg idéleges novekedése beruhdzast igényel, de
az esedékes utfelujitasokat a valsagban is végre kell hajtani.

Linedris beruhdzasi figguény

Iy =TI"+ B(Yo1 — Yia). (4.17)

Keynes (1936) 6ta a fogyasztast gyakran az el6z6 id6szaki jovedelem (azaz termelés)
linedris fiiggvényeként irjak le: ~Y;_ 1, ahol a v fogyasztasi hatdarhajlandosdg mutatja,
hogy a fogyasztds milyen mértékben koveti az el6z6 idoszaki jovedelmet, 0 < v < 1;
és u = 1/(1 — ) a hires multiplikator. (Keynes volt az a vezet6 kozgazdész, aki a Nagy
Viélsag idején batran és meggydzoen érvelt amellett, hogy tomeges munkanélkiiliség esetén
minden allami kiadas megtobbszorozi, u-szorosére noveli a kibocsatast — a koltségvetési
hidny majd megsziinik.) Ezt még egy C* autoném taggal médositjuk.

Linedris fogyasztasi fligguény
C, = C* + Y4, (4.18)

Adott IA, C*, B és v egyiitthat6, valamint adott Y_;, Yj kezdeti érték mellett az (1),
(Cy) és (Y;) pélyat (4.16)—(4.18) egyértelmiien meghatérozza.

Héarom egyenletiink van, harom valtozoval. Erdemes azonban megszabadulni a nélkiiloz-
hetd valtozoktdl és egyenletektdl. A szokatlan alaku differenciaegyenlet-rendszert szokasos
alakra hozzuk: egy masodrendli egyvaltozés differenciaegyenletre, ha behelyettesitjiik
(4.17)-et és (4.18)-at (4.16)-ba.

Az alapegyenlet-rendszer:

Y, =I*+C*+ (B+7)Yie1 — BYsin,  t=0,1,..., (4.19)

ahol Y_5 és Y_; adott kezdeti értékek. Az Y; alapvdltozé dinamikajanak ismeretében a
tobbi valtozé (I és C}) dinamikdja egyszerlien kiszdmithaté a (4.17) és a (4.18) egyen-
letbol.
Oszcilldciordl (rezgésrél) beszéliink, ha a modell véltozdinak eltérése az egyensulyi
értéktol szabalyos id6kdzokben eléjelet valt, de a kilengés nagysaga (amplituddja) valtozhat.
A 4.1. tétel specidlis esete a
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4.5. tétel. A (4.19) hicksi rendszer egyensiilya létezik és egyértelmii:

A+ CA
ym:-Ti——,szﬁ C°=CM £y, ahol  0<~y<1.  (4.20)
—

A 4.4. tétel specidlis esete a

4.6. tétel. a) A (4.19) hicksi rendszer akkor és csak akkor oszcilldl, ha

v <2y/B— 8. (4.21)
b) A rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha
g <1 (4.22)

c) A (4.21)-beli oszcillicié amplitiiddja pontosan akkor allandé, azaz a rendszer ciklikus,
ha
B=1. (4.23)

Megjegyzés. (4.23) esetén (4.21) eleve teljestil.

Egy szdmpéldan mutatunk be egy viszonylag rovid, 8-periédusi palyat. (Vigydzat:
masodrendii rendszernél a cikluson beliil is ismétlodhet egy-egy allapot, a periédus végét
kétszeres ismétlédés jelzi.) A 4.5. tételben szereplé (4.22) alapjan B =1, 7 =+v2 -1~
0,4142, I* = (1 —v)/3, CA = 2I*: P = 8. Ekkor az egyenstlyi pont Y° = 1. Kezdeti
feltétel Y 1 = 1 és Yy = 1,02. Ekkor a 4.5. tablazat tartalmazza az elsé 10 iddszaki
eredményt.

4.5. téblazat. A hicksi 8-ciklus

Idoszak Kibocsatas Fogyasztas Beruhézas

t Y, Cy 1;

-1 1,000
0 1,020
1 1,028 0,813 0,215
2 1,020 0,816 0,204
3 1,000 0,813 0,187
4 0,980 0,805 0,175
5 0,972 0,796 0,175
6 0,980 0,793 0,187
7 1,000 0,796 0,204
8 1,020 0,805 0,215
9 1,028 0,813 0,215

Ha redlisabb paraméterértékeket valasztunk, akkor y-nak sokkal kozelebb kell lennie
1-hez, de ekkor hosszabb lenne a periddus, s ezzel nem foglalkozunk.

A linearis ciklusmodellek stlyos hibaja, hogy nagyon érzékenyek néhany alapparaméter-
értékre, és a kilengés értéke a kezdoértéktol figg. Példaul f = 1-re ciklus addédik, de
£ = 0,999-re mar stabil oszcillacié, mig # = 1,001-re pedig robbanas — igaz, az elso
id6szakokban alig térve el a ciklustoél.

A 4.3. dbra ezt a kétagu villat abrazolja = 0,9 és 1,1 esetén.

45



4 BONYOLULTABB LINEARIS DINAMIKA
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4.3. abra. Beruhazasi ciklus

stabil palya
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Y

0,0

5,0 10,0 15,0 20,0
Id6szakok

A 7.3. alfejezet végén majd bemutatjuk a beruhézési ciklus nemlinearis altalanositasat.
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5. Fogyasztoi dontések és hasznossagmaximum

A modern kozgazdasagtan talan legalapvetébb kérdése: hogyan dontenek a fogyasztdk?
Mar a 2.3. alfejezetben feltételeztiik, hogy minél dragabb egy termék, anndl kevesebbet
véasarolnak beldle a vevék. Az 5.1. alfejezetben heurisztikusan (a jézan észre hivatkoz-
va) vezetiink le egy egytermékes keresleti fiiggvényt. Az 5.2. alfejezetben kiterjesztjitk
a vélasztast két termékre, és kétféle magyarazatot is adunk a fogyasztéi magatartésra:
egy hiivelykujjszabalyt és egy optimalizdlét. Az 5.3 és az 5.4. alfejezetben az id6beni
valasztast targyaljuk, 2, illetve 3 idészakra.

5.1. Egy egyszeri keresleti fiiggvény

Adott aru iranti keresleti fiigguvény minden ar esetén megadja, hogy a fogyasztok Gssze-
sen hany egységnyi terméket vasarolnak egy adott idészakban a széban forgd termékbol.
Ebben az alfejezetben egyetlen, nagy értéki tartos fogyasztasi cikk, példaul a villanyhtito-
szekrény piacat mérlegeljiik, és azt vizsgaljuk, hogyan dontott az 1960-as évek magyar fo-
gyasztoja: vasarol-e vagy nem hiitoszekrényt? Az 1960-as évek emlitésével kizartuk, hogy
a lehetséges vasarloknak kordbban mar volt hiitoszekrénye, amelyet csere helyett esetleg
meg is javittathatnak. Lényeges, hogy a termék dra (P pozitiv valés szam) akkoriban
tobbhavi atlagjovedelem volt.

Tegyiik 6], hogy a tobb millié magyar haztartast éves jovedelmiik (w) szerint a [0, 1]
intervallum pontjai képviselik. Legyen a folytonos és monoton névekvé F(w) a jovedelem-
eloszlasfiiggvény, amely megadja, hogy a haztartasok hanyad részének a jovedelme kisebb,
mint w. Természetesen F'(0) = 0és F(1) = 1. A legegyszeriibb eset az egyenletes eloszlas:
F(w) = w, de az eloszlas lehet sokkal bonyolultabb is.

Eléggé redlis feltevés szerint minden haztartdsnak van egy P(w) rezervdcids (kiiszob)
ara: ha az ar kisebb, mint a rezervacios ar, akkor megveszi élete elsé hiitoszekrényét; ha
viszont nagyobb vagy egyenld, akkor nem. Feltehetjiik, hogy minél nagyobb a héztartéas
jovedelme, annal nagyobb a rezervéciés ar: P(w) monoton novekvé fliggvény. Jeldlje e
fliggvény inverzét w = P~1(P). Azok veszik meg a hiitészekrényt, akiknek a jovedelmére
teljesiil w > P~1(P). Tehat a termék piaci keresleti fiiggvénye (egységnyi népességre
vetitve)

D(P)=1-FP(P)).

5.1. feladat. Szdmolja ki a keresleti fliggvényt, ha a jovedelemeloszlds a [wy,, 1] sza-

kaszon egyenletes (0 < wy, < 1) és a rezervaciésar—jovedelem fiiggvény linedris: P(w) =
a+bw, (a>0,b>0)!
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Rugalmassagok

A (2.12) képletben a kereslet az ar linedris fliggvénye volt. A valdsdgban sokkal jobb
kozelitést ad a hatvany- vagy logaritmikus kapcsolat:

D(P) = AF*, vagyis log D(P) = log A + ¢log P. (5.1)

A kitevoben szerepl6 € < 0 paramétert a kereslet eldjeles drrugalmassagdnak nevezik.
*A kalkulus segitségével konnyti beldtni, hogyha az ar 1%-kal novekszik, akkor az (5.1)
szerinti kereslet |¢|%-kal csokken. Valéban,
dD(P)/D(P) AP
dP/P ApPep-1

= E.

Erdekes kérdés, hogy miképp véltozik az ar novekedésével a termékre forditott Ossz-

kiadas:
PD(p) = APF*e,

Lathaté, hogy ha e < —1, akkor az aremelkedés csokkenti a kiadés, ekkor arrugalmatlansag
rol beszéliink. Hasonléan, ha —1 < ¢ < 0, akkor noveli a kiadéast, ekkor drrugalmassdgrol
beszéliink. (e = —1 hatdreset, a kiadds fliggetlen az artdl.)

E fogalom egyik elonye, hogy fiiggetlen a mértékegységektol. Valéban, ha a keresletet
kg helyett grammban, az arat forint helyett fillérben mérjiik, akkor (hullimmal jellemezve
az 1j mértékegységekben szamitott mennyiségeket)

D =1000D és P =100P.

Behelyettesitve az (5.1) hatvanyfiiggvénybe az 1j mennyiségeket:

1000D(P) = A - 100° P, azaz A =0,001-100°A4,
tehat csak az aranyossagi egytitthato valtozik.
De a fogyasztas nemcsak a P artol, hanem az M jovedelemtol is fiigg, altaldban
novekvo fliggvény. Ekkor a keresleti fiiggvény kétvaltozosséa valik:

D(P,M) = AP*M", vagyis log D(P, M) =log A+ elog P + nlog M.

Osszehasonlitasként a (3.4) keresleti fiiggvényben ¢ = —1 és n = +1.

Tanulsagos néhany amerikai tapasztalati ar- és jovedelemrugalmassagot kozolni az
1970-es évekbdl. Példaul az 5.1. tdbldzat szerint, ha 1%-kal novekedik az étel ara, akkor
2,27%-kal csokken a kereslete, illetve ha 1%-kal emelkedik a fogyaszté jovedelme, akkor
1,61%-kal novekszik a kereslete.

5.1. tébldzat. Ar- és jovedelemrugalmassagok, USA, 1970 kortil.

Termék Ar- ¢ Jovedelem- 7
Etel 2,27 1,61
Dohény —0,46 0,21
Labbeli 0,91 0,94
Taxi 0,63 1,14
Sajat lakas | —0,41 1,00
Villanyaram | —0,13 0,13

Végiil megemlitjiik, hogy itt csak rovid tavi rugalmassagrol beszéltiink. Hosszu tavon,
ha egyaltalan 1étezik hosszu tav, mas a helyzet: példaul a dohanyzéasnél jelentésen emelke-
dik az arrugalmassag abszolut értéke: ¢’ = —1,89 és a jovedelemrugalmassag: ' = —0,86.
Még latvanyosabb a sajat tulajdont lakds paraméterpérja: ¢ = —1,21 és n' = 2,45.
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5.2. Két termék kozti valasztas

Most az egyén két, egymast helyettesitheté terméket fogyaszt: X és 'Y, amelyek barmilyen
kicsi vagy nagy mennyiségben vasarolhatok. Legegyszeriibb példa az étel és az ital.
Egységaruk rendre p és ¢, valamint a vasarolt mennyiség x és y. Az egyén (havi élelmiszerre
kolthetd) jovedelme m, mind nemnegativ vagy pozitiv valés szamok. Az egyén az élelemre
szant pénzét ételre és italra kolti, ezért érvényes az un. koltséguetési feltétel, a két termékre
forditott kiadds (egységar x fogyasztéas) dsszege egyenld a jovedelemmel:

pr + qy = m. (5.2)

Lathato, hogy minél tobbet vesz az egyén X-bol, annal kevesebbet vehet Y-bol:

y:m—pw’ ahol OSmS@ (5.3)
q b

— ez a koltségvetési egyenes. (A magyar nyelvben a koltségvetés elsGsorban éllami vagy
onkormdanyzati koltségvetést jelent, mig itt egyéni vagy csaladi koltségvetésrol van szd.)

Az egyén gyakran dont a kovetkezo egyszeri, un. hivelykujjszabdly szerint: példaul
jovedelme adott hanyadat X-re, a maradékot pedig Y-ra kolti; a részarany a és 1 — «,
0 < a < 1. Képletben:

wp.gm) =" s y(p.g.m) = {1=jm (5.4)
p q

Az (5.4) szabdly nagyon egyszer(i, ezért szivesen alkalmazzuk. De vannak esetek,
amikor nem alkalmazhaté. Példaul amikor az X aru kereslete Y aru aratol is fiigg: ha a
dobozos narancslé ara dragul, akkor novekszik a narancs iranti kereslet. Maésik példa —
rogzitett arak mellett a jovedelem emelkedésével csokken bizonyos termékek iranti kereslet:
a jovedelem novekedésével a burgonyat részben a sokkal dragabb, de izletesebb salataval
vagy hussal helyettesitjiik.

A modern elmélet feltételezi, hogy az egyén az (5.2) koltségvetési feltétel mellett egy
alkalmas U(z,y) konkav hasznossdgfiiggvényt maximalizal. (A kétvéltozds fliggvényt
akkor nevezziik konkavnak, ha barmelyik véltozé tetszoleges rogzitése esetén a kapott
egyvaltozos fliggvény konkav. A konkavitasbdl kovetkezik, hogy ha van lokalis maximum,
akkor az globdlis is.) Az 5.1. dbra segitségével grafikusan belathatd, hogy a maximaélis
hasznossdgot adé (z*,y*) par a sik olyan pontja, amelyben alkalmas ¢ val6s szdmra az
U(zx,y) = ¢ szintvonalat — kdzombosségi gorbét — éppen érinti az (5.3) koltségvetési egye-
nes. (Egyébként a kdzombosségi gorbe énmagédban is értelmezheté — hasznossagfiiggvény
nélkiil. A domborzati térképrol ismert magassagi szintvonalak olyan pontok mértani he-
lye, ahol a tengerszint feletti magassdg adott.)

Itt egy olyan specidlis hasznossagfiiggvényt vizsgalunk, amelyet maximalizalva, a fo-
gyaszt6 optimadlis vélasztdsa ugyanaz, mint ha az (5.4) hiivelykujjszabalyt kovetné. Azt
is mondhatjuk, hogy az (5.5) hasznosségfiiggvény racionalizdlja, észszeriivé teszi az (5.4)
[(3.3. tétel)] hiivelykujjszabalyt:

Ulx,y) = 2%y'™%, 0<a<l. (5.5)

Ez a hasznossagfiiggvény onmagaban is jol értelmezheto: a két fogyasztott mennyiség
sulyozott mértani kozepe.

Az 5.1. dbra a = 1/2, p = 1 = q esetén mutatja az = + y = 1 koltségvetési egyenest
és az 6t érintd U(x,y) = /2y = 1/4 kéz0mbosségi gorbét — egy hiperbolat, amelyen azok
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az (z,y) kombinécidk helyezkednek el, amelyek kozti valasztas kozombos a fogyaszténak.
Ennél magasabb kozombosségi gorbe megvaldsithatatlan (nem telik a jovedelembdl), ennél

alacsonyabb viszont nem optimélis (megmarad a jovedelem egy része, és itt haszontalannd
vélik).

5.1. dbra. K6zombosségi gorbe és
koltségvetési egyenes

5,0 \
|
\ Kéltsé -
40 \ oltségvetesi egyenes |
\
\ — — - K6zombosségi gorbe
30 , z gigbe |
= \
8 | \
=20 \
\
AN
N
1,0 <z
S~
0,0 r r r v v v v Y ; =
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0

x termék

A 3.3. tételt alkalmazva adddik az

5.1. tétel. Az (5.5) hasznossdgi fiiggvény az (5.2) egyéni kiltségvetési feltétel
melletti maximumat az (5.4) helyen veszi fel.

A fogyaszték hasznossagfiiggvénye kozvetlentil nem figyelheté még, és mar a 3.3. alfe-
jezetben is hangsilyoztuk, hogy tobb (végteleniil sok) olyan hasznossagfiiggvény létezik,
amely ugyanahhoz az optimélis dontéshez vezet. Példdul (5.5)-tel ekvivalens az additiv

U(z,y) = alogz + (1 — «)logy, O<a<l (5.5A)

hasznossagfliggvény-sereggel (seregrol beszéliink, mert tetszoleges, 1-nél nagyobb alapi
logaritmusfiiggvényre gondolhatunk). A tovdbbiakban természetes alapt logaritmussal
szamolunk. A hasznossagfiiggvény megfoghatatlansaga sok problémat okoz, de nem fog-
lalkozunk vele.

* Kitéroként szélunk az emelt szintli kozgazdasigtan egyik alapfogalmardl, a hatarha-
szonrdl. Az x, illetve az y termék hatdrhaszndnak nevezziik az U (x, y) hasznosségfiiggvény
z, illetve y valtozo6 szerinti meredekségét, vagy képletben (a kiilonleges delta a parciélis
derivélast jeloli)

MU, = 20y s MU, = LUy
=—U(x = —U(z,y).
T ax I y Yy ay I y
Kétvaltozos fiiggvények elméletébdl ismert, hogy az U(x,y) = ¢ szintvonal (k6z6mbosségi
gorbe) meredeksége éppen a fenti két hatdrhaszon ardnyanak az ellentettje:
dU(x,y) MU,

dx U(z,y)=c N MUy ’
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Ekkor a megfelel6 optimumfeltétel — az optimumban a koltségvetési egyenes érinti a
k6zombosségi gorbét — szerint a fenti két hdnyados azonos p/q arhédnyadossal.

Az (5.5A) hasznossagfiiggvény esetén MU, = a/x és MU, = (1 —«a)/y. Az optimum-
feltétel szerint ay/[(1 — a)x] = p/q, ahonnan mar adédik (5.2).

Kovetkezik az 5.1. tétel altalanositasa n > 2 termékre.

5.2. feladat. n > 1 darab pozitiv szam silyozott szamtani és a mértani kozepe kozti
egyenl6tlenséget (3.2. tétel) tigyesen alkalmazva bizonyitsuk be, hogy ha a fogyasztd
hasznossagfiiggvénye

U(xy,...,xn) =27t anm, ahol  ay,...,a, >0, ap+ -+ ap, =1,

jovedelme 1, és az i-edik aru egységara p; > 0, akkor optimélis fogyasztasi kosara

T, = —, 1=1,...,n.
i

Eddig egy fogyaszto keresleti fiiggvényparjat vizsgaltuk, most a sok fogyasztobdl allo
piacon kialakulé keresletet elemezziik. A fogyaszté indexe h = 1,2,..., H, jovedelme my,,
fogyasztésa (xp,yp) és preferenciasilya ay,. A piaci keresleti fiiggvénypar

NE
NE

ru(pyg,mn) 6 ypq) =) yn(p, g, ma),

h=1 h=1

z(p,q) =

ahol >, a; = aj + - - - + a,. Behelyettesitve (5.4) megfelelden indexdlt véltozatat:

M, ) M — M,
m(p,Q):T és y(p,q)zT

ahol
H H
M = E mp, és M, = E apmy,
h=1 h=1

rendre az Osszjovedelem, valamint a sulyozott és a zsugoritott Osszjovedelem. Konny
belatni, hogy a piaci keresleti fliggvények lényegében csak akkor Osszesithetdk egyetlen
szuperfogyasztd egyéni keresleti fliggvényévé, ha minden héztartas preferenciastilya azo-
nos: «y, = «. Ekkor M, = oM stb.

5.1. példa. Végletessége ellenére érdekes a helyettesitést kizard hasznossagfiiggvény
(amely a késébbi 6.2. példaban szerepld specifikacidobdl kapta a Leontief nevet):

U(z,y) = min(az, by), a,b > 0. (5.6)
Ilyenkor az optimum ax = by, azaz az (5.2) koltségvetési feltétel miatt

T -+ %—m azaz z° = mb ¢ o_ _ma
prasy 7 pb+ qa Y pb+qa’

Megjegyezziik, hogy a helyettesités nélkiili (5.6) hasznossigfiiggvény végletesen le-
egyszerlsiti a valésagos helyettesités korlatait, hiszen még a folyadék és az étel is vala-
mennyire helyettesiti egymadst: a narancslé csokkenti az éhséget is, a narancs pedig oltja
a szomjat is. De ez a szélsOséges feltevés szamunkra tobb modellben is értékes, mert
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nagyon megkonnyiti a szamolést. Legszemléletesebb példa az (5.6) hasznossagfiiggvényre
a = b =1 esetén: z, illetve y rendre az egyforma bal és jobb kesztylik szama. Gya-
korlatilag csak a kesztyliparoknak van haszna, és ezek szamat éppen (5.6) adja. Fontos
hangstlyozni, hogy a hasznossag szempontjabdl csak az a/b ardny szamit, és minél na-
gyobb ez a relativ érték, annal kevesebbet ér X Y-hoz képest.

Az alfejezet végén az 5.2. tablazat kicsit kerekitve bemutatja, hogyan oszlott meg
2014-ben az atlagos, a legszegényebb, illetve a leggazdagabb jovedelmi decilis (v6. 8.3.
tablazat) fogyasztasi kiaddsa a legfontosabb cikkesoportok kozott. Figyelemre mélto,
hogy az egyes cikkcsoportok részesedése az Osszfogyasztasban nem fiiggetlen az Gsszfo-
gyasztastol, azaz a jovedelemtol. A szegények aranyosan tobbet koltenek élelmiszerre
(beleértve a nemalkoholos italokat) és kevesebbet kézlekedésre, mint a gazdagok: 29,4 vs.
17,9%, illetve 8,9 vs. 15,5%.

5.2. tablazat. A magyar haztartasok egy fore juto éves fogyasztési szerkezete
decilisenként, eFt, 2014

Jovedelem Legszegényebb| Atlag decilis | Leggazdagabb
Fogyasztasi szerkezet decilis decilis
Elelmiszer 119,7 209,9 317,6
Szeszes ital és dohany 21,1 28,4 44,9
Ruhazat 14,2 32,8 76,0
Lakasfenntartas 108,7 208,7 371,7
Lakberendezés 11,8 33,6 70,1
Egészségligy 13,9 448 80,5
Kozlekedés 36,3 114,3 275,2
Hirkozlés 24,4 67,6 1214
Kultura 17,4 64,0 184.,5
Oktatas 5,9 7.7 8,6
Vendéglatas és turizmus 12,5 34,4 95,9
Egyéb 22,0 60,5 125,0
Oszesen 407,1 907,7 1771,3

5.3. Jelen és jovo ideji fogyasztas: két idoszak

Az elvont elmélet egyik elénye, hogy ugyanazt a modellt tobbféle kozgazdasagi probléma
megértésére is alkalmazhatjuk. Az 5.2. alfejezet modelljét most a jelen és a jovo kozti
valasztasra alkalmazzuk.

Két egyforma hosszisagu idészakot mérlegeliink: a jelent (amikor dolgozunk), és a
jovét (amikor mar nem dolgozunk). Keresetiink w, amelybél s mennyiséget takaritunk
meg, s ez R > 1 kamategyiitthaté (1+kamatlab) szerint gyarapodva jarul hozza idéskori
fogyasztasunkhoz, a valtozok pozitiv valés szamok.

A két idoszak fogyasztasa rendre

c=w-—s és d = Rs. (5.7)

Kérdés: mekkora megtakaritds maximalizalja az U(c, d) hasznossagfiiggvényt?
A hasznosségfiiggvényt most additiv alakban frjuk {6l [(2.26)]:

U(c,d) =logec+ dlogd, (5.8)
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ahol § egy 0 és 1 kozotti valds szam, az un. leszamitoldsi egyiitthatd. (Az elnevezés hibds,
mert ekkor minél nagyobb a leszamitolasi egyiitthaté értéke, annal kisebb a leszamitolas;
de t6bb kart okozna, mint hasznot, ha ¢ helyett 1/J-t irndnk, ezért nem tessziik.) Altaldnos
érvényl megfigyelés, hogy a jovobeli fogyasztast kevesebbre értékeljiik, mint a jelen idejtit:
»,jobb ma egy veréb, mint holnap egy tuzok.” Aki az optimalisnal kevesebbet takarit meg
(gyakori eset), az idoskordra nélkiilozni fog. Aki az optimdlisnél tébbet takarit meg (ritka
eset), az felesleges dldozatot hoz a jovébeli fogyasztésért.

Ko6z6mbos, hogy milyen a > 1 alapu logaritmussal szamolunk, mert az attérés az
egyik alaprol a masikra csak egy konstans szorzéval médositja a hasznossdgfiiggvényt. A
logaritmusfiiggvénynek tobbek kozott az az elénye, hogy konkav, és a fogyasztas nove-
kedésével csokken a tobblethasznossdg (minden szigorian konkav fiiggvény érint6jének a
meredeksége csokken).

5.2. tétel. Az (5.8) hasznossdgfiiggvény esetén az optimadlis megtakaritds és a
fogyasztasi par rendre
ow w Row
o _ o _ 5 d° = ——. 5.9
S T L I 1+6 (5.9
Két bizonyitéast is adunk a tételre, de a kiindulépont ko6zos.
1. bizonyitas. Behelyettesitve (5.7)-et (5.8)-ba, adddik a szdrmaztatott hasznossag-
fiiggvény:
Uls] = log(w — s) + 0 log(Rs). (5.10)

Az elemi megoldashoz transzformalni kell a hasznossagfiiggvényt. Mivel a logaritmusfiigg-
vény monoton novekvd, Uls| helyett a transzformélt és ekvivalens

Vis] = (w — s)s°

hasznossagfliggvényt maximalizaljuk. A 3.3. tétel 1. kovetkezményébdl némi szamolassal
kapjuk (5.9)-et. O

2. bizonyitds.* Aki tanult kalkulust, az transzformdcié nélkiil, egyszerti derivdldssal
meghatarozhatja az optimalis megtakaritast. Természetes alapu logaritmusfiiggvénnyel
szamolva, az optimumban (5.10) derivaltja nulldva vélik:

1 )

w— s S

0=U'[s]=—

Rendezéssel és és onnan (5.17)-en keresztiili helyettesitéssel adédik az (5.9) optimum. O

5.2. példa. Leszamitolas nélkiil (6 = 1) az optimadlis megtakaritas és a két fogyasztas
a munkajovedelem fele: s° = ¢° = d° = w/2.

Miel6tt szamszertisitenénk a képletet, megjegyezziik, hogy legfontosabb alkalmazédsat
a Modigliani-féle (1954) un. életciklusmodell adja. Csak fiatalkorban van elsédleges jove-
delmiink: w > 0, ezért akkor takarékoskodunk; idos korban feléljiik a megtakaritast. Az
egyszeriliség kedvéért mindkét idészak hossza T = 25 év, tehat mind az éves R[1] kamat-
egylitthatét, mind az éves [1] leszdmitoldsi egyiitthatét T-edik hatvanyra kell emelni,
hogy megkapjuk a hosszi idészakra vonatkozé egytitthatokat:

R=RO]" ¢ 5=61]"

Csak az éves szinten megadott kamatldb- és leszamitolasi egyiitthaténak van kozvetlen
kozgazdasagi jelentése. (A 9. fejezettol kezdve évjarati modellekkel is dolgozunk, ahol
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a két id6szak hossza altaldban kiilonbozé: S > T.) Az 5.3. tablazatban a sorokban a
d[1] =1, 0,98 és 0,96-o0s leszamitolési egyiitthatohoz tartozo fogyasztéds all. A 2. oszlopban
a kamatlabtol fliggetlen fiatalkori fogyasztés: ¢, amely a leszamitolas fokozddéasaval 0,5-r6l
0,735-re emelkedik. A 3-5. oszlopokban az R[1] = 1; 1,02 és 1,04 kamategyiitthatoknak
megfelel6 idéskori d(-) fogyasztasok szerepelnek, a kamategytitthaté emelkedésével novek-
szik az érték (maximum 1,333), a leszdmitolds er6sodésével gyengiil (minimum 0,265).

5.3. tablazat. Kamategyiitthato, leszamitolas, optimalis fogyasztéasi par

Fiatalkori | [d6skori

fogyasztés

Kamategyiitthaté R[1]
Leszamitolasi eh. 1 1,02 1,04
O[1] c d(0) d(2) d(4)
1,00 0,500 0,500 0,820 1,333
0,98 0,624 0,376 0,617 1,003
0,96 0,735 0,265 0,435 0,706

5.3. feladat. a) Igazoljuk, hogy az (5.8) logaritmikusan additiv hasznossagfiiggvény
esetén az idoskori fogyasztas pontosan akkor egyenld a fiatalkorival, ha a leszamitolasi
egylitthaté a kamategyiitthaté reciproka: 6 = 1/R!

b) Igazoljuk, hogy az id6skori fogyasztds pontosan akkor kisebb, mint a fiatalkori, ha
a leszamitoldsi egyiitthat6 kisebb, mint a kamategytitthaté reciproka: § < 1/R!

Mennyiben hasznalhaté ez a modell? Példaul annyiban, hogy a fogyasztoi tiirelmet-
lenséget egy szammal, a leszamitolasi egytitthatoval jellemzi: minél kisebb a 9, a fogyaszto
annal kevesebbet tesz félre idOskori fogyasztasra. Az is kideriil, hogy minél hatékonyabb
a megtakaritds (minél nagyobb az R kamategytitthat6), annal nagyobb lesz az id6skori
fogyasztds. Furcsa viszont, hogy az optimalis megtakaritdsi hdnyad, s°/w fiiggetlen a
w keresettdl: a valésdgban ez novekvo fiiggvény. Stlyosabb problémék jelentkeznek a
leszémitolas kalibréldsandl és a tobb idészakos dltaldnositdsnal (5.4. alfejezet).

Eddig nagyon egyszerii, paraméteres hasznossagfiiggvényt alkalmaztunk. Mennyiben
maradnak érvényesek eredményeink, ha tetszoleges hasznossagfiiggvénnyel dolgozunk?
Legegyszeriibb ilyen altalanositas a kovetkezo:

Ule,d) = u(c) + du(d), (5.11)

ahol u(x) szigorian novekvé és szigorian konkav skalar—skaldr fliggvény, amelynek érintdje
x = 0-ban nagyon meredek, akar fiiggéleges. Az 5.3. feladat eredménye példaul érvényes
marad.

5.3.*% tétel. Az (5.11) altalanos életpdlya-hasznossagfiiggvény esetén az idéskori
fogyasztas pontosan akkor kisebb, mint a fiatalkori, ha a leszamitolasi egyiitthaté és a

kamategytitthato szorzata kisebb, mint 1:
d° < ¢, ha OR < 1.

Bizonyitas. A kalkulus segitségével konnyen addédik az allitas, de ekkor fel kell tenni,
hogy u differencidlhaté fiiggvény a [0, w| szakaszon. Tekintsiik a szdrmaztatott

Uls] = u(w — s) + du(Rs)
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hasznossagfiiggvényt. Derivaljuk Uls]-t, és a derivélt gyokeként hatarozzuk meg a belsé
optimumot (3.4.* tétel):

U'ls] = —u'(w—s) + dRu'(Rs) = 0.
Visszahelyettesitve az implicit optimumfeltételbe a ¢® = w — s° és a d° = Rs® part:
u'(c®) = SR/ (d°).
Mivel u' > 0 csokkend, ezért ha ¢© > d°, akkor
u'(d°) > u'(c®) = 0Ru'(d°),

s egyszerisitve u'(d°)-rel, 6 R < 1 és viszont. O
Megjegyezziik, hogy ez az elegans eredmény a valdsdgban gyakran nem érvényes. Ele-
gendd, ha arra gondolunk, hogy milyen sokan vasarolnak nagyon magas (redl)kamatldb
mellett, példaul a mostani 0-3% koriili inflacié mellett évi 10-20%-os hitelre. Nehéz el-
hinni, hogy egy ilyen fogyaszto ilyen mértékben leszamitolna a jové hasznossagat, inkabb
egyszerlien arrél van szé, hogy a fogyasztd nagyon tiirelmetlen.
Ujraszémoljuk a megtakaritasi kérdést egy masik specialis hasznossagfiiggvényre.

5.3. példa. Megtakaritas Leontief-féle hasznossagfiiggvénynél. (5.6)-ot alkalmazva
az 1j szereposztasban:
U(c,d) = min(c, d).

Ekkor az optimélis fogyasztési parra ¢ = d, amelybe (5.7)-et behelyettesitve, adédik az
optimélis megtakaritas:

w — s = Rs, azaz §0=—— (5.12)

és a hozza tartozo fogyasztaspar:

B wR
14+ R

c® =d°

Figyeljiik meg, hogy ellentétben (5.9)-cel, itt szerepel a kamategyiitthat6 az optimumban
— s ez a tipikus.

Roviden kitériink a gyermeknevelés koltségére is, amely tipikusan a sziilok mun-
kavallalasi koraban meriil fo6l. Ennek legegyszertibb modellezési modszere, hogy 0Ossze-
adjuk a férj és a feleség fiatalkori fogyasztédsét és jovedelmét (marad a ¢ és a w jelolés), és
feltessziik, hogy minden gyermek fogyasztasa a sziilok egytittes fogyasztasanak 1-szerese,
ahol 0 < ¢ < 1/2. Jelolje n természetes szdm a gyermekek szdmat, akkor a hazaspar
fiatalkori fogyasztdsa (w — s)/(1 + ¢n)-re csokken. Behelyettesitve az (5.12) optimalitasi
feltétel altalanositdsaba:

w—s w
= Rs, azaz s° =

1+ ¢Yn 1+ (14+¢n)R
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5.4. Harom iddszak, halasztas*

Mi torténik, ha 2- helyett 3-id6szakos palyat tanulmanyozunk? A leszamitolds eredeti mo-
delljében az egymast koveto idoszakok hasznossagaranya, leszamitolasa valtozatlan: expo-
nencidlis leszamitolds, itt technikai egyszertisitésként nincs is leszamitolas. A valésdgban
azonban a valtozatlan leszamitolas feltevése gyakran sériil, s emiatt a dontéshozd az
1. id6szak végén tdjraszamolja az optimalis palyat: a 3. iddszakra halasztja az igazi
takarékoskodést, a fogydkirat, majd jra lemond réla (Strotz, 1955 és Phelps—Pollak,
1968) — szakszéval iddbeli inkonzisztencia. Ezt az djratervezést az un. hiperbolikus
leszamitoldssal [(5.14H)] modellezziik (Laibson, 1997).

A képleteket egyszeriisitend a kamatmentes esetet vizsgéljuk (R = 1), és eltekintiink
a hitel- és a betéti kamatlab kiilonbségétol. Bonyolult lenne a hdrom id6észak kereseteivel
és megtakaritdsaival kiilon foglalkozni, de specidlis helyzetiinkben nincs is ra sziikség.
Elegendd, hogy az életpalya-megtakaritas 0. Ezért w-vel jelolve az életpdlya-keresetet,
akdrmilyen (c, d, e) fogyasztasi péalyara teljesiil

c+d+e=w. (5.13)
Kiinduldsként a leszamitolas nélkiili esetet vizsgaljuk:

U(c,d,e) =logc+ logd + loge. (5.14)

5.4. tétel. a) Leszamitoldas nélkiil, és nulla kamatlab (R = 1) esetén az optimalis
fogyasztasi palya egyenes:

C=d = =2, (5.15)
3
b) Ha az egyén az 1. idbszak végén tujraszamolna a palyat a maradék w; = w — °
életpalya-keresetre és az
Uy(d,e) =logd + log (5.16)

maradék hasznossagtiiggvényre, akkor a maradék fogyasztasi optimumpar valtozatlan ma-
radna: (5.15).

Bizonyitas. a) A Jensen-egyenldtlenséghdl kovetkezik (5.15).

b) U(e,d,e) =logc+ Uy(d,e) szerint fix co-re Uy(d, e) a maximumét d = e-ben veszi
fol, és a maradék 2w/3 jovedelembdl (5.15b)—(5.15¢) adodik. O

Laibson (1997) vezette be a hiperbolikus leszdmitoldst, ahol a szokdsos exponen-
cidlis leszamitolast a jovében még egy ¢ < 1 mésodik leszdmitoldsi egyiitthatd (je-
lenérzékenység) fokozza. Mivel ndlunk egy olyan speciélis exponencidlis leszamitolds van,
amely valéjaban nem is 1étezik, egyszertien tekintsiik a t = 1-edik idészakban kezd6do
optimalizalasi feladatot:

Un(c,d,e) =logc+ ¢[logd + loge], ahol p < 1. (5.14H1)

Eloszor a kezdeti terv optimumat szamitjuk ki.
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5.5. tétel. Hiperbo]ikus leszamitolasnadl a kezdeti terv idében el6rehozza a fo-
gyasztést:
% w > o d* * < do 2 * * < o (5 1 )
cC = C = pcC es e = pc e . 17
1+ 2Q0 ’

Bizonyitas. Idélegesen rogzitve c-t, (5.14H1) értelmében a maradék optimumra e* =
d*. Ezt visszahelyettesitve (5.14H1)-be:

V(e) = Uy(d*,e*) =2logd".
Visszatériink (5.14H1)-hez:
Un(c,d, e*) = logc+ 2plogd” — max,
feltéve, hogy

c+2d" = w.

A 3.3. tétel 3. kovetkezményét v =1, 5 =2¢p, a =1/(1+2p),p=1,¢g=2ésm=w
szereposztasban alkalmazva, adédik (5.17). O

Latni fogjuk, hogy az djratervezésnél valtozik a tervezett optimum. Valéban, a t = 2-
ben kezd6do célfiiggvény mar nem Uy 2. és 3. tagjanak osszege, hanem

Us(d,e) =logd + ploge. (5.14H2)

5.6. tétel. Hiperbolikus leszamitolasnal az ijraszamolas a maradék optimalis palyan
is elérehozza a fogyasztast:

2w
(L4 ¢)(1+2¢)

*

d™ = >d és

e = d™ < e, (5.18)

Bizonyitds. Egyszer(i optimalizaldssal adédik (5.18b). Ot és (5.17a)-t behelyet-
tesitjitk az (5.13) mérlegegyenletbe:

w
— d** d**.
W=7 s +a +

Rendezve d**-ra, adédik (5.18a). O

Szampélda. 6 = 1, w = 1. Az 5.4. tablazat bal felének 1., illetve 2. sora tartalmazza az
exponencidlis leszamitoldasndl (¢ = 1) a kezdeti és a folytatott palyat, amelyek egybeesnek.
A jobb fél megfelel6 soraiban a hiperbolikus leszamitolds (¢ = 1/2) miatt a két palya
elvalik.

5.4. tablazat. Fogyasztasi palydk exponencidlis és hiperbolikus leszamitolasnal

Nincs leszamitolas Hiperbolikus leszamitolas
Optimalis fogyasztasi pédlya

o

*

*

c d° e c d* e
Kezdet 1/3 1/3 1/3 1/2 1/4 1/4
Folytatas | - 1/3 1/3 - 1/3 1/6
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6. Vallalati dontések

A fogyasztoi dontések tanulményozasa utan ratériink a vallalatokéra A 6.1. alfejezet-
ben megeldlegezziik az egész fejezetet: a termelés kinalatat az ar névekvo fiiggvényeként
vezetjik le. A 6.2. fejezettol kezdve mélyebbre dsunk: a termelés két alaptényez6jét
kiillonboztetjiik meg: a t6két (gépeket, épiileteket, valamint anyagokat) és a munkat (a
2.2. alfejezetben a munkat elhanyagoltuk). A 6.3. alfejezetben adott mennyiségli ki-
bocsatast altalaban nagyon sok toke-munka-kombindciéval eléallithatunk, de minimalis
koltségre torekedve altalaban egyértelmi az optimum. A 6.4. alfejezetben a vallalkozd
célja a bevétel és a kiadas kozti kiilonbség, a kozgazdasagi profit maximalizalasa. (Az
tizleti profit ennél nagyobb, mert a koltség nem tartalmazza a sajat toke ,koltségét”.)
Ha a piacon csak egy termel6 tevékenykedik, akkor monopdliumrol beszéliink, s ekkor a
vevok ki vannak szolgaltatva a monopolistanak. Néhany termel6 versengése esetén oli-
gopdlium alakul ki, s ekkor a 3. fejezet n személyre altalanositott Nash-egyensilya adja
a kimenetelt. Ha nagyon sok kis termel6 versenyez egymassal, akkor a tokéletes verseny
miatt eltiinnek a profitok.

6.1. Kinalati fliiggvények

Mar a 2.3. alfejezetben taldlkoztunk a kindlati fiiggvénnyel, amely a P ar fiiggvényében
megadta a termel6k altal eladasra kindlt S(P) mennyiséget [(2.10)]. Most az 5.1. fejezet-
hez hasonléan levezetiink két elemi kindlati fliggvényt.

El6szor tegytik fol, hogy egy vérosban egy adott tipusu (példaul egy egyszobds) lakast
havonta meghatarozott aron lehet bérbe adni. Sok egyénnek van ilyen lakdsa, amelyet
megfelelo P ar esetén hajlandé bérbe adni. A potencidlis bérbeaddk eloszlasfiiggvénye
F(P), azaz P bérleti ar mellett a potencidlis tulajdonosok F(P) része hajlandé bérbe
adni lakasat: F(0) = 0 és F(oco) = 1. Emiatt a kindlati figgvény S(P) = F(P). Ha
a bérlok érdekében a kormanyzat feliilrél korlatozza a lakbért, akkor csokken a kindlt
lakéasok szama.

Még fontosabb a munkakindlati modell. Az egyszeriiség kedvéért a legegyszeriibb
munkakra 6sszpontositva, tegytik fol, hogy minden dolgozonak vagy egy rezervacios bére:
w, amelyért hajlandé munkéba allni, de kevesebbért nem. (T6bbek kozott ez fligg a mun-
kanélkiiliségi segély értékétol és folydsitasi feltételeitdl.) Legyen F'(w) annak valdsziniisége,
hogy w bérért egy véletleniil valasztott dolgozé munkéba &ll: F(0) = 0 és F(co) = 1. Ha
a kormanyzat w,, minimumbért hirdet meg, akkor az érintett dolgozdk F'(w,,) hanyada
vallal munkat. Minél magasabb a minimalbér, annél tébben allnak munkaba, viszont
annal kevésbé érdemes a véllalatoknak munkét ajanlaniuk.
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6.2. Termelés

A kozgazdasagtan hagyomanyos moédon megkiilonboztet két termelési tényezot: a tékét
és a munkat, jelikk rendre K és L. A termelési fiiggvény a kibocsatast (egyelére Y helyett
(-t frunk) a két termelési tényezé fiiggvényében adja meg:

Q:F(KvL)v (61)

ahol az F' fiiggvény pozitiv, és mindkét valtozojaban novekvo. A mai megfigyelének talan
a legszemléletesebb példa, ha Gsszehasonlitja egy kis bolt napi forgalmat egy szupermar-
ketéval: a joval nagyobb tékeellatottsag miatt a szupermarketben 10 alkalmazott 100-szor
nagyobb forgalmat bonyolit le, mint a kis boltban 3 alkalmazott. Ugyanakkor két egyfor-
ma berendezésii szupermarket forgalma is kiilonbozhet attol fliggden, hogy hany hasonld
bolt van a kérnyéken: a rossz ellatottsagu korzetben zstfolasig telt a bolt, a jo ellatottsagu
korzetben viszont alig lézengenek a véasarlok.

Most haromféle termelési fiiggvényt kiillonboztetiink meg aszerint, hogy miképp valtozik
a kibocsatas, ha mindkét termelési tényezot egyforma mértékben (p > 1) bovitjiik.

Allands skdlahozadékrél beszéliink, ha a kibocsétds minden (K, L, 1) hdrmasra ardnyo-
san bovil:

F(uK,pL) = pF(K, L). (6.2a)

Csokkend skdlahozadékrol beszélink, ha a kibocsatas minden (K, L, 1) harmasra az
aranyosnal kevésbé boviil:

F(uK,uL) < pF(K,L), p>1. (6.2b)

Névekvé skdalahozadékrol beszélink, ha a kibocsatds minden (K, L, ) hdrmasra az
aranyosnal jobban béviil:

F(uK,pL) > pF (K, L), u>1. (6.2¢)

A legtobb termelési fliggvény skalahozadék-tipusa pontrdl pontra valtozhat. De van-
nak robusztus termelési fliggvények. Példaul a kézmiives termékek esetén a terjeszkedésnél
aranytalanul nohetnek a koltségek, ezért nem érdemes noévelni a vallalat méretét. Az
autégyartasban viszont novekvo skalahozadék érvényes: a mai tomegautokat gyarté cégek
egyenként évente tobb millié autét termelnek — hatékonyan.

A termelési fiiggvény egyik altalanos jellegzetessége, hogy adott tartomanyban szinte
folytonos helyettesités van a toke és a munka kozott: lehet sok munkaval és kevés tékével,
illetve kevés munkéval és sok tokével ugyanannyi terméket eldallitani: e szintvonal latin
neve izokvant. Most bemutatunk egy fontos specialis termelési fiiggvényt, amelyet két
felfedezojérdl neveztek el.

6.1. példa. Cobb-Douglas-termelési fliggvény esetén K és L valtozéval
Q=AK"LP, (6.3)

ahol A,a,f > 0 allandék. Elfajult specidlis esetben visszakapjuk a (4.1) termelési
fliggvényt: a =1 és = 0.

6.1. feladat. Igazoljuk, hogy a Cobb-Douglas-termelési fliggvény allandé skalaho-
zadékid, ha a+( = 1; csokkeno skalahozadéki, ha a+(5 < 1; illetve novekvo skalahozadék,
ha a4+ g > 1!
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A 6.1. példa és a 6.1. feladat alapjan roviden vézolhatjuk az an. neoklasszikus nove-
kedéselmélet keretét (1957), amelyet megalkotéjardl, Solow Nobel-dijas amerikai kozgaz-
dészrol neveztek el. Egy vallalat helyett egy egész gazdasagot mérlegeliink. () helyett Y-t
frva, idében valtozéva tessziik (6.3)-at:

Y, = A KMLEe, t=0,1,2,.... (6.3")
Egyszertiség kedvéért tegytik fol, mindharom tényezd egyenletes iitemben novekszik:
At — AOGZ, Kt — KOG%, Lt — LQGtL, (64)

ahol G4 > 1, G > 1 és GG, > 1 rendre a miuszaki haladas, a téke és a munka novekedési
egyutthatdja, valamint Ay, Ky és Ly a megfelel6 palya kezddértéke.

6.1. tétel. A Solow-modellben a kibocsatas névekedési egyiitthatoja a harom
novekedési egyiitthaté hatvanyainak a szorzata:
Gy = GaGRGL, Y, =YGy. (6.5)
Bizonyitas. Helyettesitsiik be (6.3")-ba (6.4)-et:
Yy = AoGYU(KoG)*(LoGL)' ™ = AoKg Ly *[GaGRG " (6.6)
Bevezetve az Yy = AgK§ Ly~ jelolést, (6.6)-bdl adédik (6.5). O

Gyorsan valtozo 1étszamu népesség esetén (példdul az USA) vizsgalni kell az egy f6re
juto termelés alakulasat is. Ehhez a kovetkezo jeloléseket vezetjiik be:

Y, , I K
= — és = —.
Yt L, t L,

Ekkor (6.5) segitségével igazolhaté a 6.1. tétel kévetkezménye.

Kovetkezmény. A Solow-modellben az eqy fére juto toke novekedési egytitthatdja
a toke és a munka novekedési egyiitthatojanak a hdnyadosa; az eqy fére juto termelés
novekedési egyutthatdoja a miszaki haladds és az eqy fore juto téke novekedési egyiitthatoja
v-adik hatvanyanak a szorzata:
Gk

Gy = G—L; G, = GAGZ, Yt = yoGZ'

A modell elég jol leirja a fejlett orszagok hosszabb tavu fejlodését. Jo kozelitéssel a teljes

gazdagsagra Osszesitve o = 1/3 (és f ~ 2/3). Az USA-ban 1909 és 1949 kozott az
egy fére juté kibocsatas koriilbelil megkétszerezddott, azaz G, = 21/40 — 1.017; azaz a
munkatermelékenység novekedési titeme 1,7% volt. Ugyanakkor a miiszaki haladés sokkal
tobbet hozott a konyhara, mint a gépesités (feltéve, hogy el lehet a két dolgot vélasztani
egymastol).

A kozgazdasagtanban, kiilondsen éves adatoknal, a novekedési egytitthatok helyett
gyakrabban szamolnak novekedési iitemekkel: g = G — 1, vagy esetiinkben

gy:Gy—l, gK:GK—l, gL:GL—l, gA:GA—l,

gy:Gy—l, gk:Gk—l

Szerény éves névekedés esetén az egyiitthatokra érvényes (6.5) szorzategyenloség helyett
a novekedési iitemekre kozelito Osszegegyenloségeket kapunk. Ennek heurisztikus leve-
zetéséhez azonban egy segédtételre és annak kovetkezményére van sziikség.
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6.1. segédtétel. Kicsiny novekedési iitemeknél a szorzat novekedési tuiteme kozelitoleg
a novekedési utemek o6sszege:

Ixy = gx + gy, ha gx, gy ~ 0.

Bizonyitas. A szorzat novekedési iiteme

XYy

=ty
X 1Y

axy

Beirva az X; = (1 + gx)Xi—1 és Y; = (1 4 gy)Y;_1 definicidkat,

gxy = (1+gx)(1+gy) — 1 =gx + gv + gxgv-

Ha gx, gy =~ 0, akkor szorzatuk nagyon kicsiny, azaz érvényes a kozelito egyenloség. [

Két szampélda: 1) Gx = 1,02 és Gy = 1,01 esetén G yy = 1,0302 ~ 1+0,02+0,01. 2)
Gyakori hiba, hogy a kozelitést a 15. fejezetben szereplé egyiitt é16 nemzedékek modelljére
is kiterjesztik. Példaul egy nemzedék alatt mind a népesség, mind a termelékenység
megduplazédik: Gy = 2 és Gp = 2, de a termelés nem 200, hanem 300%-kal névekszik:
GNPZGNGp:2X2:4!

Kovetkezmény. Kicsiny novekedési utemeknél eqy hatvany novekedési tuteme
kozelitoleg egyenlo a kitevd és az alap movekedési tiitemének szorzatdaval: gx~ ~ ygx-.

Bizonyitas. A 6.1. segédtétel segitségével konnyt belatni, hogy

1
9yx =~ égx-

Hasonlban egyszertien kovetkezik, hogy gxyz = gx + gy + gz, azaz

1
9yx ~ §QX~

* Az &ltaldnos kitevs targyaldsahoz felsé matematikdra van sziikség. Természetes
alapt (e = 2,718...) logaritmusra gx = 0 esetén log(1 + gx) ~ gx, azaz

log X; = log(1 + gx) + log X; 1 ~ gx +log X; 1,
azaz gx ~ log X; — log X, 1. Megismételve a levezetést a hatvanyra,
gxv ~ log X —log X" | = v[log X; — log X} 1] =~ vgx.

O
Innen mar kovetkeznek az alabbi Solow-féle kozelitések: gy ~ ga + agrx + (1 — @)gy,

9k R 9K — gL €8 gy = ga + agr, gk = ga/7.
Egy masik fontos példa kovetkezik.

6.2. példa. A Leontief-féle termelési fliggvény:
@ = min(a K, bL),

ahol a,b > 0. Lathatjuk, hogy a Leontief-féle termelési fiiggvény allandé skalahozadék,
és az optimumban (aK = bL) nincs helyettesités a téke és munka kozott. Példaul 100
egyforma buszhoz miiszakonként kozelitoleg 100 soférre van sziikség.
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6.3. Koltségfiiggvény

Eddig nem torodtiink a termelés koltségeivel, most potoljuk ezt a hidanyt. Tekintsiink
egy vallalatot, amely egy drara egységnyi tokét r kamatlabért és egységnyi munkat w
érabérért tud bérelni. Ekkor a @ mennyiség eldallitasi koltsége (6.1) mellett

O(K,L) =K + wL. (6.7)
A vallalkoz6 olyan (K, L) kombinaciot keres, amelyre a koltség minimalis:
C(Q) = min[rK +wL| Q = F(K, L)]. (6.8)

A C(.) fuggvényt kdltségfiggvénynek nevezzilkk. A hagyoményos kozgazdasdgtan nagy
hangsulyt fektet a révid- és hosszu tavu koltség megkiilonboztetésére: az elébbinél a toke
rogzitett, az utobbindl szabadon véalaszthatd. Mi csak az utobbit vizsgaljuk.

6.2. feladat. Hatdarozzuk meg a Leontief-féle termelési fliggvényre a koltségfiiggvényt!

Bonyolultabb a (6.3) Cobb—Douglas termelési fliggvény koltségfiiggvénye. Eloszor két
elemileg konnyen kezelheto esetet mutatunk be.

6.3. példa. a =1/2és 3 =1/2, A= 1. Ekkor K = Q?/L, azaz ¢(L) = rQ?/L + wL.
A szamtani és a mértani kozép kozti egyenlotlenséget alkalmazzuk:

2
TT +wlL > 2Q+/rw,

(a jobb oldal fix), és a két oldal egyenlésége éppen a két tag egyenlésége esetén valdsul
meg;:

2
ﬁzwL,

L
W= yte & K@=/e

Maésodik példankat, amely empirikusan relevans, feladatként fogalmazzuk meg:

6.3. feladat. « = 1/3 és § =2/3, A = 1. Igazoljuk, hogy a @ kibocsatassal ardnyos
optimélis munka—téke-par

azaz

3 w?
4r2

L ={Te & KQ={ {5

A 6.1. abran megcseréljik a tengelyeket, a sikban abrézolva az adott kibocsatast
nyijté (L, K) parokat, az un. isocost gorbét kapjuk, a koltségegyenes a koltségminimum
pontjaban érinti a gorbét. A =1, « =1/3, 8 =2/3, r =0,1 és w = 1 esetén L° = 0,585-
pontban érinti a két gorbe egymast. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az érintési pont
jelentos kornyezetében alig lehet megkiilonboztetni a gorbét és az érintét.
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6.1. abra. Toke, munka, koltség

4,0

) Téke |-
\

3,0 \ —

2,5 :

2,0

Toke

1,5 T T T T T T >
0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75

Munka

Most a kalkulus alkalmazasaval belatjuk az altalanos tételt.

6.2.* tétel. Allandé skalahozadéki Cobb—Douglas termelési fiiggvény esetén (o +
p=1), A=1 esetén az optimalis t6ke-munka kombindci6

a 1-a
Lo = (%) Q é& K°= (ﬁ) Q. (6.9)
Bizonyitas. Fejezziik ki (6.3)-bdl az adott Q)-hoz és L-hez tartozé K-t:
K(Q,L) = QYL b/ (6.10)
Behelyettesitve a kapott képletet (6.8)-ba:
C(Q) = mLin c(L), ahol o(L) =rQY*L~P/* y wL.

A lokélis minimumot a szdrmaztatott koltségfiiggvény derivaltjdnak a gyoke adja (3.4.*
tétel):
0= (L) = —r(B/a)QV L 4w,
Rendezve L(Q)-ra,
ﬂ@l/a
wa ’
ahonnan (6.10) segitségével (6.9) két képlete adodik. O

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy (optimadlis esetben) adott r kamatldb esetén
minél nagyobb a w é6rabér, annél kevesebb munkat alkalmaznak, és adott w 6rabér esetén
minél nagyobb az r kamatlab, annal kevesebb t6két alkalmaznak. A fejlédés a kevesebb
munka és a tobb tdéke felé mutat.

Gyakorlati fontossdga miatt kitériink a kovetkezo kvadratikus koltségfiiggvényre:

C(Q) = a+bQ + cQ?, (6.11)

ahol a > 0 a fixkoltség, b > 0 az aranyos koltségegytitthato és ¢ > 0 az emelked6 koltségek
egyiitthatéja.

Ll/a —
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6.3. tétel. A (6.11) kvadratikus kéltségtiiggvény mellett a C(Q)/Q dtlagkiltség a
minimumat a kovetkez6 pontban veszi fOl:

Q° = (6.12)
Megjegyzés. Minél nagyobb az a fix koltség, illetve minél kisebb a ¢ emelked6
koltség-egyiitthato, anndl nagyobb az optimalis kibocsatas.
Bizonyitas. (6.11) esetén

a
c

Q) _a
—Q —Q—l-b—l—cQ.

A szamtani és a mértani kozép egyenlotlensége miatt
a
6 + Q) > 2+/ac,

és az egyenloség csak a két tag egyenlosége esetén valosul meg:
a

@Zch

azaz (6.12) teljesiil. O

A 6.2. abran szemléltetjiik a C'(Q)/Q atlagkdltség-fiiggvényt a = 1, b =1ésc =1
esetén. Q°-tdl balra a gorbe csokken, jobbra pedig névekszik. Ismét megjegyezziik, hogy
az optimum kozelében a gorbe majdnem egyenes.

6.2. abra. Atlagkoltség-gorbe

7,0
6,0 11
s |
£ 50 |
2 ) \/
3,0
2,0 f —-
00 10 20
Mennyiség
6.4. Profit
A vallalat profitja a bevétel és a koltség kiilonbsége:
(K, L,Q)=pQ —rK —wL, (6.13)

ahol p a termék egységara. Els6 latasra paradox médon a 6.2.% tétel optimumat behelyet-
tesitve hatdrozatlan az optimum.

Masfelé vizsgalédunk. Homogén linedris koltségfiiggvényt tételeziink fol: C'(Q) = cQ.
Adott a P(Q) = a — bQ linedris inverz keresleti gorbe [(4.6) inverze], és ¢ < a, a a 0
kereslethez tartoz6 maximaélis arat mutatja, mig b az inverz keresleti egyenes meredeksége,
az a szam, amennyivel az ar csokken, ha a fogyasztas egy termékegységgel novekszik.
Mekkora kibocsatast valaszt egy monopolista, aki egyediil latja el a piacot?
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6 VALLALATI DONTESEK

6.4. tétel. Linearis inverz-keresleti fiiggvény esetén a monopolista szamara az
optimalis kibocsatas
_a-—c
T
Megjegyzés. Minél nagyobb a maximalis ar és az egységkoltség a — ¢ kiilonbsége,
illetve minél kisebb a b meredekség, annal nagyobb az optimalis monopoltermelés.
Bizonyitas. A profitfiiggvény a bevétel és a koltség kiillonbsége:

m(@) = [P(Q) — @ = (a — c = bQ)Q. (6.15)

A 3.1. tétel szerint a maximumot (6.14) adja. O

Visszakanyarodunk a 3. fejezetbeli jatékelmélethez. Feltessziik, hogy adott piacon két
véallalat verseng egymadssal, és egyfajta duopolista egyensulyt keresiink (Cournot, 1838).
Ismét a linedris inverz-keresleti fiiggvényt frjuk fol: P(Q1,Q2) = a — b(Q1 + Q2) és behe-
lyettesitjiik mindkét vallalat profitfiiggvényébe:

T1(Q1,Q2) = [a—c—b(Q1 + Q2)]Q1, m(Q1,Q2) =[a—c—bQ1+ Q2)]Q2.

Mivel a két véllalat nem jatszik Ossze, (azaz nem osztjék ol a piacot), duopolista egyensily-
nak (n = 2) nevezziik a (QF, Q3) kibocsataspart, ha tetszoleges (@1, Q2) kibocsataspér
esetén adott ()5 mellett az 1. vallalat profitja @)j-ban, a 2.-é pedig adott ()7 mellett
Q5-ban maximélis. Képletben:

m(Q1, @) 2 m(Q1, Q) & m(Q,Q3) = m(Q], Qa)-

Linedris inverz keresleti és azonos koltségfiiggvények (szimmetrikus duopélium) esetén az
egyensily explicite meghatarozhato.

(6.14)

6.5. tétel. A Cournot-féle szimmetrikus duopdliumban a két vallalat egyensilyi
kibocsatasa i—e 9
Q= Qs =25 = 0w (6.16)

Megjegyzés. Vannak masféle duopoliumok is, példaul a Stackelberg-duopdlium, de
azzal majd a 8. fejezetben foglalkozunk.

Bizonyitas. Az 1. vallalat QQo-t adottnak véve maximalizalja profitjat, és a 2.
vallalat (Qi-et adottnak véve maximalizdlja profitjat: az igy adodo fiiggvényeket reak-
cidfiigguénynek vagy legjobb véalasznak nevezziik. Ismét a 3.1. tétel szerint [(6.14) fel-
hasznéldséval]

Q1(Q2) = Qum — % és @2(Q1) = Qu — % (6.17)
A szimmetria miatt @ = Q)9, azaz (6.17)-bél rendezéssel adddik (6.16). O
A grafikus abrazolas miatt az 1. reakcidfiiggvényt invertaljuk:
Q2 = Qu — 2Q.

A 6.3. dbran lathatjuk a (6.17)-beli reakciéfiiggvényeket a = 1, b =1 és ¢ = 0 esetén. A
vizszintes tengelyen @1 valtozik 0,25 és 0,4 kozott, a metszéspont Q7 = Q3 = 1/3.
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6 VALLALATI DONTESEK

6.3. dbra. Két reakciogorbe
duopoliumnal

0,50 +

o — 0,0,

0,45 1 RS

0,40 - BN ---- Qz(Ql)

0,35 + ~

0,30 + RS

2. vallalat kibocsatasa
/
/

0,25 + S

0,20 T T —>
0,25 0,30 0,35 0,40

1. vallalat kibocsatasa

Kovetkezmény.  Mivel a duopolistdk egyiittes termelése nagyobb, mint a monopo-
listaé: Qp = QF + Q5 > Qwm, ezért a piaci dr alacsonyabb: P(Qp) < P(Qwm); tehdt a
duopolium jobb a tdrsadalomnak, mint a monopolium.

Erdekes, hogy nagyon egyszer(i modelliinkben egy duopolista véllalat termelése 2 /3-a

a monopolistaénak, de a duopolistak Gssztermelése 4/3-szorosa.
Ujabb két feladat kovetkezik.

6.4. feladat. Hatarozzuk meg az aszimmetrikus duopolista egyenstlyt, azaz, amikor
a koltségegytitthatok kiilonbozok: ¢; > ¢!

6.5. feladat. * Képzeljiink el (6.17) alapjan egy idében zajlé naiv alkalmazkoddsi
folyamatot. Az egyik vallalat ¢t + 1-edik idészakos kibocsatasa a masik véllalat t-edik
idoszakos kibocsatasara adott legjobb vdlasz:

Qris1 = Qu — % 6 Qopr1 = Qu— % t=0,1,2,... (6.17')
ahol a Q1 és a Q29 kezd6érték adott.

A két idészakos késleltetésit Q111 = f(Qir—1) rekurzié segitségével igazoljuk, hogy a
folyamat tart a (6.16)-beli Nash-egyensulyhoz!

A 6.4. dbran dinamizéljuk a 6.3. &brat. (6.17)-ban Q1o = 0,25 és Q29 = 0,4
kezdeti érték altal szarmaztatott Q1 és (Y2, sorozat valéban tart az (1/3,1/3) Cournot-
egyensulyhoz.
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6 VALLALATI DONTESEK

6.4. abra. Stabil igazodas duopoliumban

A
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Zarasul két vallalatrdl n véllalatra, oligopéliumra dltaldnositjuk a 6.5. tételt (ugyanaz
a gorog szégyok, az oligd, amely az , oligarchdkban” szerepel). Mindenek el6tt meg kell fo-
galmaznunk az oligopdl egyenstilyt, a felfedezojérél Nash-egyenstlynak nevezett fogalmat.
Célszerli bevezetni az i-edik vallalat ellenfeleinek Ossztermelését:

Qoi=Q1 4+ + Qi1 + Qi1 + -+ + Q.

Szerencsére lényegtelen az n vallalat kibocsatasi vektora: (Q1,...,Q;, ..., Qy), az i-edik
véllalat profitja egyszertien m;(Q;, @—;). Az oligopolista egyensily definicidja: (QF, Q*,),
ha tetszéleges (Q;, @Q—;) kibocsataspar esetén teljesiil

771(@:7@*,1) Zﬂl(QHQtZ)? 1= 17277n

Lineéris inverz-keresleti és koltségfiiggvénynél az egyensiily explicite meghatarozhato.

6.6. tétel. A szimmetrikus n-szereplés oligopolista egyensilyban mindegyik vallalat
egyenstilyi kibocsatasa azonos, és forditva aranyos 1 + n-nel:

20m 4
¥ = — =12 ..., n. 6.18
Q’l(n) n+17 Z ) ) 7” ( )

Bizonyitas. Felirjuk az inverz keresleti fiiggvényt: P(Q;, Q—;) = a — b(Q; + Q_;) és
behelyettesitjiik az i-edik vallalat profitfiiggvényébe:

Ti(Qi, Qi) = [a — ¢ = b(Q1 + Q)] Qi-

Az i-edik vallalat _;-t adottnak véve maximalizalja profitjat. Ismét a 3.1. tétel szerint

Qi(Q—i) = Qu — Q2z' (6.19)

A szimmetria miatt egyensilyban Q_; = (n — 1)Q;, azaz (6.19)-bél rendezéssel (6.18). O
Megjegyezziik, hogy (6.18) értelmében az egyenstlyi dsszkibocsatas

2n
n+1

Q*(n) = nQy(n) = Qm
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6 VALLALATI DONTESEK

a vallalatok szaméaval monoton novekvoen tart a monopolista kibocsatas kétszereséhez:
Qc = 2Qm
versenyegyensulyhoz, ahol a megfelel6 ar maga az egységkoltség, és a profitok eltiinnek:
Po=a—-bQs=c és m=-=m,=--=0.

Ez a kozgazdasigtan egyik legfontosabb eredménye: linedaris koltségfliggvények esetén
minél tobb szimmetrikus vallalat verseng egymassal, 0sszességében annal tobbet termel-
nek, és annal inkabb megkozelitik a tokéletes versenyegyensulyt.

A 6.1. tébldzat azt mutatja, hogy 1970-ben az Egyesiilt Allamok kiilonféle ipardgaiban
a négy-, illetve nyolc legnagyobb véllalat az 6ssztermelés hany szazalékat adta. A novekvo
skdlahozadéku ipardgakban a koncentracié nagy volt, a csokkenckben viszont kicsiny.

6.1. tablazat. Néhany ipardgi koncentraciés hanyados, USA, 1970, %

Négy H Nyolc
Iparag legnagyobb vallalat sulya
Acélipar 47 65
Autdipar 92 98
Koolajfinomitas 33 57
Gépgyartas 7 12
No6i ruhakészités 10 13

Végil kovetkezik a

6.6. feladat. * a) Képzeljink el (6.19) alapjan egy id6ében zajlé alkalmazkoddasi
folyamatot:
Q-iz

5
ahola (Q10, ..., @no) kezdéérték adott. A Qi1 = fi(Qt_l) aggregalt rekurzio segitségével
igazoljuk, hogy a folyamat mar n = 3 esetén sem tart a (6.18)-beli Nash-egyensulyhoz,
kivéve ha a kezdeti eltérések Gsszege 0!

b) Igazoljuk, hogy ha a véllalatok korrekcids tényezdt épitenek be a reakcidikban,
példaul az eltérésvaltozékban 1/2-es szorzo helyett 2/n-est alkalmaznak:

Qi,t—l—l:QM_ 7::1,...,71, t:1,2, (619’)

A 20
Qivp1 = ¢ tooi=1,...,n, t=1,2,... (6.19")
n

akkor a rendszer aggregéltan (de vallalatonként is) tart az egyensilyhoz!
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7 STABILITAS, CIKLUS ES KAOSZ*

7. Stabilitas, ciklus és kdosz*

Dinamikus rendszerrol beszéliink, ha az idében valtozo allapot a korabbi allapotoktol
fiigg. A linearis dinamikus rendszerek elmélete viszonylag egyszerii, kiilonosen a skalar
esetben (vo. 2.1. és 4.1-4.2 alfejezet). A linearitds azonban legtobbszor csak kozelités.
A 7.1. alfejezetben nemlinedris dinamikus rendszerek stabilitasat és ciklusait elemezziik,
anélkiil, hogy altalaban megadnank explicite a palyat. A 7.2. alfejezet a kdoszrdl szol: ez
utébbi esetben egymaéshoz kozelrol induld korlatos palyédk eltavolodnak egymastél. A 7.3.
alfejezetben kozgazdasagi alkalmazasként a beruhazasi ciklus 4.4. alfejezetbeli linedris
modelljét altalanositjuk nemlineérisra.

7.1. Nemlinearis dinamikus rendszerek

Egyszertiségiik miatt a dinamikus rendszerek linearis modelljei sokszor nagyon hasznosak,
de maskor tul kell 1épniink rajtuk. Példaul amikor olyan korlatos rendszert vizsgalunk,
amely nem stabil. (A 2.1. tételbél kovetkezik, hogy ilyen linedris rendszer nincs.) Eh-
hez sziikségiink van egy f fiiggvényre, amely a [0, 00| szakaszt 6nmagaba képezi le. A
dinamikus rendszer mozgasat, az allapotvaltozast az allapotegyenlet irja le:

1 = f(x4), t=0,1,2,..., xo adott. (7.1)

7.1. példa. Az egyik legegyszertibb nemlinearis fiiggvény az un. logisztikus fiiggvény
(a logisztikus gorbével valé kapcsolatat mell6zziik), és az altala létrehozott dinamikus

rendszer:
T = axe(1 — xy), t=0,1,2,..., T adott. (7.2)

Konnyt belatni, hogy 0 < a < 4 esetén a logisztikus leképezés a [0, 1] szakaszt a [0, 1]
szakaszba képezi le. A 7.1. dbra a = 2, 3,4 értékre mutatja be a harom logisztikus gorbét,
és az y = = atlé pedig kimetszi a harom fix pontot (definicidjat kés6bb adjuk meg): A-t,
B-t és C-t.
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7.1. abra. Harom logisztikus gorbe
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Fiiggetlen valtozo

Feltehetjiik, hogy az f fiiggvény folytonos, szemléletesen szélva a gorbét le tudjuk
rajzolni a ceruza felemelése nélkiil. Ezért kozeli kezdoéallapotokbdl indulé palydk az
1. idé&szakban is kozel maradnak egymashoz. A folytonossagnak egy specidlis alesetét
valasztva, feltessziik, hogy van olyan L > 0 allandd, amelyre a képpontok tavolsdga leg-
feljebb L-szerese a targypontokénak:

|f(x) — f(y)] < Ljz — y| minden (z,y) parra. (7.3)

A (2.1)-beli f(x) = Ax + B linedris leképezésnél (7.3)-ban L = |A| elegendé.
A kovetkez6 példa mutatja, hogy ez a feltevés nem minden folytonos fiiggvényre tel-
jestil.

7.2. példa. A [0,1] szakaszon definidlt f(x) = \/z négyzetgyok-fiiggvényre = ~ 0-nél
(7.3) nem teljesiil.

(7.1)-ben egymés utan elvégezve a behelyettesitéseket, a t-edik idészak allapota elvileg
egyszerl fiiggvénye marad a kezddéallapotnak, de a 2. és a 4. fejezetben tanulmanyozott
linedris esettel ellentétben, altaldban nincs explicit megoldés, képlettel megadhatd pélya.
Teljes indukciéval azonban (7.3)-bdl konnyen levezethetd, hogy két palyara teljesiil

ly, — x| < Lf|yo — o], t=1,2,...,T. (7.4)

Ha csak adott T-ig vagyunk kivancsiak az eltérésre, akkor akarmilyen nagy L értéke,
(7.4) jobb oldala is korlatos marad, ha y elég kozel van xy-hoz. Példdul L =2 és T' = 10
esetén a (7.4)-es szorz6 mér 1024, de ez még ellensilyozhato, azaz (7.4) bal oldala 1 alatt
tarthaté, ha a ,szomszédos” kezd8allapotok eltérése kisebb, mint 1/21° ~ 0,001! Ahhoz
viszont, hogy akarmekkora T-re korldtos maradjon az eltérés, (7.4) értelmében az L <1
egyenlotlenséget kellene feltenniink. Megelégsziink egy lazabb definicioval.
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Elorejelezhetoségrol beszéliink vagy azt mondjuk, hogy a rendszer érzéketlen az x
kezdoértékre, ha a hozza megfeleléen kozeli kezdéallapotbdl induléd palyak mindvégig meg-
feleloen kozel maradnak a kiindulé palyahoz. Példaul még ha 1 perc hibaval mérjiik a
delet, akkor sem veszitjik szem elol a Nap pélyajat az égbolton vagy a Fold palyajat a
Nap kortil. Ugyanilyen jol elérejelezhetjiik az agyibol kilott golyd palydjat.

Egyensuly és stabilitas

A linedaris rendszerekben bevezetett egyensulyi helyzet altalanosithaté a nemlinedris rend-
szerekre. Képletben: z° egyensilyi helyzet, ha x° = f(2°): azaz x° az f(-)-nak fix pontja.
Szemléletesen belatjuk, hogy ha egy folytonos leképezés példdul a [0, 1] szakaszt dnmagaba
képzi le, akkor 1étezik legaldabb egy fix pontja. Hamarosan latni fogjuk, hogy adott rend-
szernek létezhet tobb egyensilyi helyzete is (7.2. tétel).

Mar a linedris rendszer (2.1. alfejezetbeli) targyalasakor lattuk, hogy egy egyensilyi
helyzet vagy (aszimptotikusan) stabil, vagy instabil. Nemlinedris rendszerben az aszimp-
totikus stabilitdason beliill meg kell kiilonboztetniink a lokalis és a globalis stabilitast. Ma-
tematikai szabatossagrol lemondva, azt mondjuk, hogy az z° egyensilyi helyzet lokdlisan
stabil, ha minden, hozza elég kozeli kezdbéallapotbdl indulod péalya kozel marad az egyensuly-
hoz. Lokdlisan aszimptotikus stabil rendszerben a kozeli kezddéallapotbdl indulé palyak
nemcsak kozel maradnak, hanem aszimptotikusan tartanak az egyensilyi helyzethez.
Globdlisan aszimptotikusan stabilnak nevezzilk a rendszert, ha az aszimptotikus kozelités
tetszéleges kezdeti allapotra igaz. (Példaul a pincér talcdjén billegd pohédr helyzete csak
lokélisan stabil, de globalisan nem.)

Kénnyt belatni, hogy a linedris rendszerekhez hasonléan (vo. 2.2. tétel) a nemlineéris
rendszerekben is igaz a kovetkezo allitas:

7.1. tétel. Ha egy egyensiilyi allapot stabil, akkor a (7.1) rendszer palyai érzéketlenek
az egyensulyhoz kozeli kezdeti allapotra.

Bizonyitas. Val6ban, a két palya, (x;) és (y;) tavolsiga
Y — o=y — % + 2% — @y

alapjan becsiilhet6:
lye — @] <y — 2° + |2° — . (7.5)

A stabilitds miatt (7.5) jobb oldaldn mindkét tag kicsi, tehat Osszegiik is az. O

A kovetkezdkben a logisztikus leképezések paraméter-intervallumat lesziikitjiik: 1 <
a < 4, s az itt definidlt dinamika egyenstilyi helyzetét és stabilitdasat, illetve annak hidanyat
elemezziik. (0 < a < 1 érdektelen, mert minden pélya a 0-hoz tart.) Helykimélés céljabdl
a 7.1. tablazatban kozosen mutatjuk be a négy kiilonbozé paraméterértékre, de azonos
kezdéértékre vonatkozd dinamikat. Az x4(a) jelolésben a a logisztikus paraméter. A
palyak elnevezése csak késobb valik vilagosabba. Elorebocsatjuk azonban, hogy az 1.
palya stabil, a 2. palya a 2-ciklushoz tart, a 3. a 3-ciklushoz és végiil a 4. palya kaotikus.
3 tizedesjegyre kerekitettiink, és ezért kovette az x13(4) = 0-at x14(4) = 0 helyett z14(4) =
0,001!
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7.1. tablazat. Kiilonboz6 paraméteri logisztikus palyak

1d¢6 stabil 2-ciklikus 3-ciklikus Kaotikus
t x(2) x4(3,2) (3, 839) x(4)
0 0,140 0,140 0,140 0,140
1 0,241 0,385 0,462 0,482
2 0,366 0,758 0,954 0,999
3 0,464 0,587 0,168 0,005
4 0,497 0,776 0,535 0,022
5 0,500 0,557 0,955 0,084
6 0,500 0,790 0,165 0,309
7 0,500 0,531 0,529 0,853
8 0,500 0,797 0,956 0,500
9 0,500 0,518 0,160 1,000
10 0,500 0,799 0,516 0,000
11 0,500 0,514 0,959 0,000
12 0,500 0,799 0,152 0,000
13 0,500 0,513 0,494 0,000
14 0,500 0,799 0,960 0,001
15 0,500 0,513 0,149 0,003
A 7.2. abran a tablazatban szereplo palyakat az xzq = 0,15 eltolt kezddallapotbdl

inditjuk. Lathatd, hogy az 1-3. pélya (egyenstilyi helyzet, illetve ciklus) stabil, a 4. nem,

sOt a 15. idoszakbeli 0 koriili allapot helyett 0,22 valésul meg.
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0,8
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0,4

0.2

0,0

7.2. abra. Négyféle palya
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El6szor egy elemi tételt mondunk ki, amelynek szabatos bizonyitasahoz azonban ma-
gasabb matematikara lenne sziikség.

7.2.

tétel. a) Ha egy f fiiggvény folytonos, és a |0, 1] szakaszt énmagaba képzi le,
akkor létezik legalabb egy fix pontja: x° = f(x°) €

[0,1]. b) Ha egy f fiiggvény emellett

még szigoruan névekvo és szigoriian konkav, akkor pontosan egy fix pont létezik, és a
(7.1) iterdcié tart ehhez a fix ponthoz.
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Bizonyitas. a) Ha f(0) = 0 vagy f(1) = 1, akkor 2° = 0 vagy 1 fix pont. A
tovabbiakban kizarjuk éket. Ekkor szemléletesen magétol értetédd az allitas: az y = f(x)
gorbe az y = x atl6 6l6tt indul: f(0) > 0, alatta végzédik: f(1) < 1, kozben legaldbb
egy helyen metszi az 4tlot: f(z°) = x°.

b) Ha a leképezésnek legalabb két kiilonbozé fix pontja lenne, akkor két szomszédos
fix pont kozti szakaszon a szigoru konkavitas nem &llhatna fenn.

A szigoru konkavitds miatt igaz a kovetkez6 egyenlétlenség-rendszer:

ha r < z° akkor x < f(x) < 2% (7.6A)

ha = > a° akkor x> f(x) > a°. (7.6B)
Feltevés szerint igaz, hogy

ha T < x°, akkor Ty < Ty < 2% (7.7A)

ha Ty > 1°, akkor 20 <y < 2y (7.7B)

Az A) esetben egy feliilr6l korldtos monoton névekvé sorozatunk van, a B) esetben
pedig egy alulrél korlatos monoton csokkend sorozatunk van — mindketto konvergens. A
folytonossag miatt a bal és a jobb oldali hatarérték kozos, tehat a fix pont. 0J

Egy példat mutatunk a 7.2. tétel alkalmazdsra (vo. 7.3. dbra).

7.2. példa. (folytatds) Az f(x) = /x egyenlet fix pontja 2° = 1, és ez globélisan
aszimptotikusan stabil.

7.3. abra. Négyzetgyok-fiiggvény

1,0

ko)

Né gyzetgxﬁk

o

~
N

N

0,2

0,0

Y

0,0 0,5 1,0
Fiiggetlen valtozo

A kovetkez6 példa csak szellemében kapcsolddik a 7.2. tételhez.
7.3. példa. Mér az 6kori babiléniaiak is egy (7.1) alaku iterdcids eljardssal kozelitették
meg a V2t tetszoleges xo > V2 kezdéértékkel:

1 2
xt+1:—<xt—i——), tZO,]., (78)

2 Tt
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Szemléletesen: minden 14j 1épésben a 2-teriiletii téglalapsorozat oldalai helyett szamtani
kozepiiket vessziik, majd ahhoz az ismét 2 teriiletet adé masik oldalt, s igy egyre jobban
kozelitik a 2-teriilettt négyzet oldalat.

7.1. feladat. Alkalmazzuk a 7.2. tétel bizonyitdsanak gondolatmenetét a (7.8)
iteraciéral
Mit mondhatunk, ha f nem mindeniitt novekszik? Fontos specidlis esetként adodik a

Kovetkezmény. Tegyiik fol, hogy a 7.2.a tételbeli figguény csak a fiz pontot tar-
talmazo [0, x*] szakaszon (0 < x° < x*) novekszik, utdna csokken. Az x° pont ekkor is
globalisan aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. Elegendo az x* < zy < 1 kezddallapotokra szoritkozni. Mivel f itt
csokken, x; = f(xg) < f(z*) < 2%, azaz x; < z*, a folyamat visszatér a névekvo tar-
tomanyba. O

Alkalmazzuk a 7.2. tétel kovetkezményét a logisztikus fiiggvényre, ahol z* = 1/2. (A
7.1. tablazat 1. palyaja aszimptotikusan stabil, méar a ¢ = 5 iddszakban eléri az egyensulyi
helyzetet — legalabbis az els6 3 tizedes jegyben).

7.3. tétel. a)l < a <4 esetén a (7.2) logisztikus rendszer egyensilyi helyzete

a—1
0= € (0,1).
2= ——=€(0.1)

b) 1 < a <2 esetén az x° < 1/2 egyensiilyi helyzet — kivételes kezdballapotoktdl (xg = 0
és 1) eltekintve — globdlisan aszimptotikusan stabil.

Valéjaban a logisztikus leképezésnek még egy egyensilyi helyzete van, a trividlis 0
pont, ettdl azonban eltekintiink. Nemcsak az onnan, de az 1-bdl indulé péalya is a 0-ba
ugrik, és ott is marad.

Nehezebb a stabilitasi elemzés, ha f a fix pont mindkét oldalan cstkkend (példaul a
logisztikus fiiggvénynél 2 < a < 3). Ekkor tjabb fogalmat vezetiink be. Ha (7.3)-ban
L < 1 &ll, akkor a leképezést kontrakcionak (zsugoritdasnak) nevezik, ez szavatolja az
egyensulyi helyzet egyértelmiiségét és globalis aszimptotikus stabilitasat. Pontosabban,
csak heurisztikus bizonyitast adunk a 2.1. tétel nemlinedris altalanositasara:

7.4.* tétel. Ha az f leképezés a [0, 1] szakaszt énmagaba képzi le, és zsugorit, azaz
alkalmas 0 < q < 1-re

(@) = fW) <gle —y|  minden  (z,y)  pédrra, (7.3q)
akkor az egyensiilyi helyzet Iétezik, egyértelmi és globalis aszimptotikus stabil.

Megjegyzés. A 7.4.* tétel feltételei bizonyos mértékben sziikségesek is. Példaul az
f(z) =0,5(z+3) leképezés a [0, 1] szakaszt az [1,5; 2] szakaszba képezi le, és természetesen
nincs fix pontja. A zsugoritas mar a linedris leképezésnél is sziikséges a stabilitdashoz. Az
a meglepd, hogy ezek a feltételek elégségesek.

Bizonyitas. Az egyensily 1étezését mar a 7.2. tételben belattuk. Az egyértelmiiséget
ismét indirekt igazoljuk: legyen z° # y° két fix pont: z° = f(a°) és y° = f(y°). Felirva
rajuk a zsugoritasi feltételt:

ly® —2°| = | f(y°) — f(z°)] < qly® —2°|.
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Egyszertisitve |y° — x°|-vel: 1 < ¢ < 1 — ellentmondaés.
A globalis stabilitast heurisztikusan igazoljuk. Tetszoleges t-edik id6szakbdl az atmenet
soran az egyensulytol valé eltérés zsugorodik:

|21 — 2°) = [f(20) = f(2°)] < gl — 2°).

Teljes indukcidval: |z, — 2°| < ¢'|xg — 2°| aszimptotikusan tart 0-hoz. O
A 7.4.% tétel alkalmazédsaként adodik a

7.5. tétel. a)2 < a < 3 esetén az x° egyensulyi helyzet — kivételes kezdbéllapotoktdl
eltekintve — globalisan aszimptotikusan stabil, b) 3 < a < 4 esetén instabil.

Bizonyitas. a) Vonjuk ki egymésbdl az
_ 2 4 o __ o 02
Typ1 = ATy — QT és 2% =ax® — a(x®)
egyenletet, és vezessiik be az 7; = x; — x° eltérésvaltozot. Ekkor
i‘t+1 = ai’t — a(xt + :Eo)it = (]_ — axt)ft.

Ha —1 < 1 — az; < 1 teljestl, akkor a 7.4.* tétel értelmében igazoltuk a stabilitdst.
Ehhez csak azt kell feltenniink, hogy z¢ < 2/a, mert ebbdl mar kévetkezik x;,1 < 2/a. A
befejezést az Olvasora hagyjuk.

b) Ha 3 < a < 4, akkor a fix pont koriil indulé palyak széttartanak, hiszen z; egyiitt-
hatéja kisebb, mint —1. O

Ciklusok

A természetben szamos dinamikus rendszer palydja ismétlédik, azaz ciklikus (4.2. al-
fejezet). Példdul a Nap koriil keringd Fold (kerekitve) 365 naponként visszatér eredeti
helyzetébe. A szivverés és a légzés is periodikus. Diszkrét ideji rendszerben egy P > 1
természetes szam esetén P-ciklusrdl beszéliink, ha az f leképezés hatdséra keletkez6 ()
pélya P idészakonként ismétlddik, de kordbban nem. Formdlisan: az (xy, 2o, ..., zp) vek-
tort P-ciklusnak nevezziik, ha teljesiil a kovetkezo egyenloségsorozat:

i) :f(ﬁl), RPN JTp:f(JTp_l) és T :f(I'P)

Ebbdl kovetkezik, hogy tetszoleges természetes k-ra zpgi, = x,, r =1,2,..., P. Elfajult
eseteket kizarando feltessziik, hogy a nevezett vektor minden eleme kiilonbozo.

A linearis esetben a 2.2.-2.3. és a 4.2. alfejezetben mar taldlkoztunk a flirészfog-
ciklussal, amely azonban szinte trivialis: a kezddéallapot ismétlodik. Annal érdekesebb
viszont a 7.1. tablazat 2. pélydja, mert az hamar fliggetlenné valik a kezdoallapottol,
egyébként a t = 12. idb6szakban kozelitoleg visszatér a 2 idészakkal korabbi helyzetébe,
és ez rendiiletleniil ismétlodik. Ezt fejezi ki altalanosabban is a

7.6. tétel. A (7.2) logisztikus leképezésnek pontosan egy 2-ciklusa van, ha 3 < a <
4.

Bizonyitas. Egyelére tegyiik f6l, hogy valéban van 2-ciklus, jele (x1, z2). Ekkor igaz,

hogy
o = ary(l — x7) és 1 = axay(l — x9).

Behelyettesitve a masodik egyenletet az elsébe (vagy forditva):

x, = alax, (1 — z,.)][1 — az.(1 — z,)], r=1,2.
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x,-ben negyedfoku egyenletet kaptunk, amelynek egyik gyoke x3 = 0, a masik gyoke a
7.4a. tételbeli fix pont: x4 = (a — 1)/a. Elhagyva az indexet, végrehajtjuk a szorzasokat,
majd elosztjuk az egyenletet x-szel:

a*r® —2a°2* + a*(1 + a)z + 1 —a* = 0.
A kapott harmadfoku egyenletet (x — x4)-gyel osztva, egy masodfoki egyenletet kapunk:
a’r* —ala+1)r+a+1=0.
Az ismert megoldoképletet alkalmazva megkapjuk a feltételezett 2-ciklust:

(a+1)x+/(a+1)(a—3)
2a '

T2 = (79)
A megadott paraméterszakaszon 0 < x15 < 1.

Figyeljiilk meg, hogy ha az a paraméterrel feliilrdl kozelitjik a = 3-at, akkor a 2-
ciklus mindkét eleme az eltiiné diszkriminans miatt az éppen instabilla valé egyensulyi
helyzethez tart. Forditva haladva, azt mondjuk, hogy az egyensulyi helyzet a valtozasakor
kettéagazik. 0

Megjegyzések. 1. Magasabb matematikai eszkozokkel beldthatd, hogy 3 < a <
14+ v/6 = 3,44... esetén a kivételekté] eltekintve, akdrmilyen kezdéallapotbdl inditjuk e
rendszert, a palya aszimptotikusan tart a (7.9)-ben megadott 2-ciklushoz. Az egyensulyi
allapot azonban instabil, és a palyak nagyon érzékenyen fiiggnek az xy kezdoértéktol.

2. Persze, figyelembe kell venni, hogy (x2,z1) is geometriailag ugyanezt a 2-ciklust
adja meg, mint (zq,x2).

7.4. példa. Ha az a paraméterérték novelése miatt a (7.9)-beli 2-ciklus instabilld
valik, akkor (7.2)-nek még létezik més ciklusa is: 4, 8 stb periédussal, csak altaldban
nincs ra explicit képletiink. A 7.1. tablazat 3. palyaja egy 3-ciklushoz tart, amelynek
pontjai 6 tizedes jegyre kerekitve:

1 = 0,149888; 9 = 0,489172 és 3 = 0,959299.

(A 7.1. tablazatban a 3-ciklus az els6 15 id6szakban még nem jott létre.) Sét, ez a ciklus
globalisan aszimptotikusan stabil: kivételes kezd6értékektdl eltekintve, az Osszes palya
ratekeredik e ciklusra.

Egy meglepd tétel (Sarkovszkij, 1963) szerint a 3-ciklus létezésébol kovetkezik, hogy
akarmilyen P > 1 egészre P-ciklus is létezik. Persze, a 7.2. példaban ezek a ciklusok a
3-ciklus kivételével instabilak.

Csak megemlitjiik, a kaotikus dinamikaban fellépé bonyolult, latvanyos halmazokat
nevezte el 1975 korill Mandelbrot fraktdlnak (magyarul tortnek, ti. a dimenzidja(!) tort
szam), de mar 1830 koriil megjelentek a matematikaban, csak sokdig bivépatakként csor-
dogaltak.

7.2. Kaotikus viselkedés matematikaja

Van olyan szerzd, aki mar a 7.3. példat is kaotikusnak nevezi (erre utal a ,,3-ciklus kdoszt
implikal” elnevezésii Li—Yorke-tétel (1973). Mi azonban szigoribbak vagyunk, ebben az
esetben csak dtmeneti kdoszrol beszéllink, hiszen véges idoén beliil a stabil ciklus kornyékére
érve a tovabbi it mar elérejelezheto. Igazi kdoszt ad viszont a
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7.7. tétel. Az xyyq = 4dx (1 — xy) leképezés esetén a dinamika majdnem mindentitt
érzékeny a kezdoteltételre.

Bizonyitas. A dinamikét az ; = sin® ¢, transzformaci6 segitségével vizsgéljuk meg.
Felhasznalva a sin2p = 2sin g cos ¢ képletet, egyszeri szdmolassal adédik sin® ¢, =
sin? 2y, azaz elhagyva a 27k eltéréseket (k= 1,2,...),

Pr1 = 204

Legyen a szomszédos palya y,1 = 4y:(1 — y;). Az y, = sin? 1), jeloléssel,

Y1 = 29

A két szogdinamika eltérése 0 < 1y — ¢y < 7 esetén V1 — i1 = 2(¢y — ) stb. az L = 2
korlat élessége miatt a dinamika kaotikus. 0
Azt, hogy éltaldban milyen bonyolult kérdésrdl van szd, jol mutatja, hogy nem tudjuk
megmondani, hogy a = 4-en kiviill mikor kapunk még kaotikus viselkedést. Csak az
ismert, hogy a kaotikus palyéat ad6 a paraméterek ,,sokan” vannak, és a [3,57.., 4] szakaszon
helyezkednek el.
Természetesen sok mas kaotikus rendszer létezik.

7.5. példa. A sdtorleképezés:

o) = 2z, ha 0 <z <1/2;
1 2—2z, hal/2<ax<1

A 7.4. abra nemcsak a satorleképezést, de az iteraltjat is szemlélteti. Az atld a
satorleképezésbél a fix pontot (A-t), az iteralthdl a 2-ciklus 2 pontjat (B-t és C-t) metszi
ki.

7.4. ébra. Satorleképezés és iteraltja

Fugg6 valtozd

0,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Fliggetlen valtozo

7.2. feladat. Hatarozzuk meg a satorleképezés 2-ciklusat!
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7.3. Hatarciklus és kaotikus beruhazasi ingadozasok

Csak véazoljuk a 4.4. alfejezetbeli beruhazasi modell nemlinearis altaldanositasat, amely
hatarciklust és kaotikus palydkat is ad. Az az alapotlet, hogy a (4.22)—(4.23) egyenlet
csak terv, (p fels6 index utal a plan-re, a latin betl utal arra, hogy nem kitevordl van
sz0):
Beruhazasi terv
IP =T+ B(Yi — Y0) (7.10)

és
Fogyasztasi terv
CP = C* +7Y,_,. (7.11)

Feltessziik, hogy ez a linedris rendszer robban, s csak a beruhézas alsé (I™) és a fogyasztas
fels6 korlatja tartja kordaban a valésagos rendszert, ez utébbi korlat a teljes foglalkoztatas
YF fels6 korldtja minusz a tényleges I, beruhézas. Képletben:

Beruhazas

ja IP, hal} > I
PTLIE, ha I < TR

és
Fogyasztas

Pl YR -1, haCP>YF .

7.6. példa. Hatarciklus. A 4.4. alfejezet linearis ciklusmodelljében a kilengés
nagysagat a kezdeti feltétel donti el. Most egy olyan beruhdzasi ciklust mutatunk be,
amelyben a kilengés fliggetlen a kezdeti feltételtél — hatarciklus.

A 4.3. tablazat adataiban -t 1-r6l 1,5-re noveljiik, az I = 0 als6 korlatot és az YT =
1,1 fels6 korlatot alkalmazzuk, az Yy = 1 és az Y7 = 1,06 kezdeti feltételekkel. Azonnal a
fels6 korlatba iitkozve a kibocsatas csak 2 idészakot tolt ott, majd egészen 7. idOszakig
folyamatosan csokken, stb.

7.2. tablazat. Beruhazési hatarciklus

Ev GDP Fogyasztas Beruhazas
t Y; Cy 1;
0 1,000
1 1,060
2 1,100 0,815 0,285
3 1,100 0,845 0,255
4 1,041 0,846 0,195
5 0,929 0,822 0,107
6 0,803 0,775 0,027
7 0,728 0,723 0,005
8 0,776 0,692 0,084
9 0,978 0,712 0,267
10 1,100 0,600 0,500
11 1,100 0,722 0,378
12 1,041 0,846 0,195
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A 7.5. abran jél eltolt kezdeti allapotokbdl inditjuk a rendszert: Yy = 1,02 és Y; = 1,08.
A pélya gyorsan racsavarodik a 7.2. tdblazatbeli ciklusra, de eltolédassal: a 2-3. idészak
helyett csak a 9-10. idészakban éri el a kettés maximumot.

7.5. abra. Eltolt beruhazasi ciklus

1,0 /—\ /\\
0.8 = ‘X / F& /7
s N4 / \\/ /
Z SNSe——n / ~_—~ /
5 \ \ GDP
506 Ny S
§ ' — — - Fogyasztas
M / ‘\ I,\\ Beruhdza
’ N _———
0.4 ; \‘ . . eruhazas
/ \ ] \
N ! \ ' \
S II \ ’ \
0.2 - ; v i i
N ’ N / N
\\ / N , N
\\ ‘/ \\ ,’
0,0 — : o
0 5 10 15 20
1d6

7.7. példa. Kdosz. Ahhoz, hogy kdoszt kapjunk, a (7.11) fogyasztési egyenletbe még
két késleltetést beletesziink:

CP = CH + Y1 + %Yo+ 13Yi s (7.12)

AzYP =15 1% =02 C* =0, 11 =013 72 =03; 75 = 045 7y =n + 72+ 75 = 0.8;
A =1—7; I* = —0,1; B = 2,25, a rendszer indulé &llapotvektora: Y_;(1) = YT,
Y o(1) =YY és Y 5(1) = YT, csak Y_1(2) = Y¥ — 0,01 kiilonbozik, minimdlisan. A 7.3.
tablazat szerint két szomszédos pélya nagyon gyorsan tavolodik egymastol, de korlatosak
maradnak, néha majdnem talalkoznak — kaotikusan viselkedik a rendszer.

7.3. tablazat. Kaotikus beruhézasi ciklus

Ev GDP(1) [GDP(2) |[Ev GDP(1) | GDP(2)
t Yi(1) Yi(2) t Yi(1) Yi(2)
0 1,300 1,277 10 0,308 0,913
1 1,280 1,275 11 0,388 0,904
2 1,273 1,302 12 0,906 0,919
3 1,216 1,285 13 0,958 0,964
4 1,115 1,191 14 1,039 1,033
5 1,085 1,126 15 1,136 1,116
6 1,062 1,084 16 1,227 1,195
7 1,025 1,029 17 1,283 1,244
8 0,972 0,978 18 1,278 1,239
9 0,929 0,940 19 1,192 1,165

Ebben a fejezetben diszkrét idejii skalar dinamikus rendszereket tanulmanyoztuk.
Megvizsgaltuk az egyensulyi helyzet 1étezését és stabilitasat. Példat kozoltiink 2, és 3 és 8
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periddusu ciklusokra. Végiil bemutattunk egy olyan rendszert, amely elérejelezhetetlentil
miikodik: kaotikusan viselkedik. A lehetd legegyszertibb rendszerekre szoritkoztunk, s
altalaban eltekintettiink a tobbvaltozds, tobb iddszaki késleltetésii rendszerek elemzésétol.
A folytonos idejii rendszerek vizsgalata is fontos lenne, de meghaladnd kereteinket.
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8. Jovedelemeloszlas, adémoral, adoéztatas

Minden orszagban a jovedelemeloszlas tobbé-kevésbé egyenlétlen, s ezt az adoztatas csak
részben tompitja. A modern gazdasiagban az allam jelentés addkat ré ki a véllalatokra és
az egyénekre, de a befizetés (az addcsalas) foka fligg az adémordltdl, itt egy valds szédm,
amely az addkulcs mellett meghatarozza, mennyi jovedelmet vall be az allampolgar. Az
adomoral kozvetleniill nem mérhetd, de létezésére és értékére kovetkeztethetiink. Minél
jobb egy tarsadalom adémorilja, (adott adérendszer mellett) anndl kevesebb jovedelmet
titkolnak el az addfizetok. A 8.1. alfejezetben a jovedelem-egyenl6tlenségek mutatoit
elemezzilk. A 8.2. alfejezetben egy azonossaggal kezdiink, amely leirja az addébevétel
fliggését az adokulestol és a csalastol, egyéni optimalizalas nélkiil. A 8.3. alfejezet modellje
optimalizalason alapul, amelyben az addfizeté addcsalasat korlatozza a szégyenérzete.

8.1. Jovedelemeloszlas egyenlotlenségei

Ebben az alfejezetben a jovedelem-egyenl6tlenségek legegyszeriibb mutatoit szemléltetjik.
Az ,elméleti” részben I > 1 egyenlo részre osztjuk a tarsadalmat, és az egyes osztalyok
jovedeleme y; < yo < - -+ < yy, 1-nek vessziik a jovedelmi atlagot. Ekkor y;+ys+- - -+y; =
1.

A medidn jovedelem a kozépso (egy vagy két) osztaly jovedelme: Ymea = Ypr/2+41
paratlan I esetén, és Ymea = (Yr/2 + Y1/241)/2 péros I esetén — ez tipikusan kisebb, mint
az atlag: ymea < 1. Egyszerli és jol értelmezheté mutatd, de figyelmen kiviil hagyja a
széleket.

A max-min hanyados a (leg)felsé és a (leg)alsé osztély jovedelmi hanyadosat mutatja,
h = yr/y1, de figyelmen kiviil hagyja a tobbi osztdly jovedelmét.

A szoras legegyszerlibb mutatdja az atlagtol valo eltérés abszolit értékének az atlagat
veszi, és azt elosztja a jovedelematlaggal:

_ =1+ |y = 1|+ + [yr — 1]

I I

Altalaban pozitiv, és csak teljes egyenloség esetén 0.

3-osztalyu példak

El6szor az I = 3 osztalyu példan szemléltetjiik az egyenlétlenséget, kezdve a szimmetrikus,
és folytatva az aszimmetrikus eloszldasokkal.

Szimmetrikus eloszlds

Elméletileg a legegyszeriibb eset a szimmetrikus jovedelemeloszlas, ahol a median meg-
egyezik az atlaggal: yo = 1, és a fels6 jovedelem éppen annyival van az atlag f6lott, mint
amennyivel az alsé jovedelem az atlag alatt: y3 — 1 =1— 1y, azaz y; + y3 = 2.
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Ekkor a max-min hanyados és a szérds egyszertien
21y — 1
—_ 6 q=2n-1l
2— Y1 3
Szamszerisitjiik mutatdinkat. 3 esetet vizsgalunk: egyenletes, mérsékelten és végletesen

egyenlotlen eloszlast. Az 1.-ben a hanyados 1, a szoras 0; a 3.-ban a hanyados végtelen,
a szoras 0,667.

8.1. tablazat. Egyenlotlenségi mutatok szimmetrikus eloszlas esetén, [ = 3

Alsé | Ko6zépso | Felso Max-min
jovedelemharmad hanyados Széras
Y1 Y2 Y3 h d
1 1 1 1 0
0,5 1 1,5 3 0,333
0 1 2 00 0,667

Aszimmetrikus eloszldsok

A valésagos jovedelemeloszlasok azonban aszimmetrikusak, konkrétan jobban hiiznak
lefelé, mint folfelé. Haromosztéalyd keretiinkben ezért y, < 1-gyel folytatjuk szemléltetésiin-
ket. Az el6z6nél részletesebb felbontést alkalmazunk, s bar itt kihagyjuk a 0 jovedelmet,
sokkal nagyobb egyenl6tlenségeket kapunk, mint a szimmetrikus eloszlasnal.

8.2. tablazat. Egyenlotlenségi mutatdk aszimmetrikus eloszlas esetén, [ = 3

Alsé | Ko6zépso | Felso Max-min
jovedelemharmad hanyados Szérés

Y1 Y2 Ys h d

0,75 0,75 1,50 2 0,333
0,50 0,75 1,75 3,5 0,500
0,50 0,50 2,00 4 0,667
0,25 0,75 2,00 8 0,667
0,25 0,50 2,25 9 0,833
0,25 0,25 2,50 10 1,000

Néhany magyar adat

A valdsagos adatokat altaldban jovedelemotodokben vagy -tizedekben adjék meg. A leg-
frissebb magyar adatokat jovedelemtizedre szerint adom meg. A legalsé tized jovedelme
az atlag 32%-a, a legfelsébbé 232%. Itt a median jovedelemotod az 5. és a 6. tized atlaga:
kb. 88%.

8.3. tablazat. A nettd jovedelemtizedek értéke Magyarorszagon, 2018, atlag = 1

Jovedelemdecilisek

Alsé | 2 3 4 5 6 7 8 9 Felso
Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye Y7 Ys Yo Y10
0,32 | 0,54 | 064 0,73 0,84 |0,93 | 1,056 | 1,20 | 1,42 | 2,32

Kerekitéssel a szoras d = 0,4. A széras helyett a gyakorlatban egy ahhoz hasonlo,
de bonyolultabb mutatot alkalmaznak, az in. Gini-hanyadost, ennek értéke 0,28 kortl
mozog.

Ratériink az addcsalas modellezésére.
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8.2. Adoécsalas egyéni optimalizalas nélkiil

Azt remélem, hogy adézéasi modelljeim — minden hibdjuk ellenére — segitenek az adoztatés
alapkérdéseinek megértésében. Kiilon hangsilyozom, hogy nem foglalkozom az adémoral
eredetével, adottnak veszem. Egyik modellben sincs adéhivatal, amely eseti ellenorzéseivel
feltarja az adocsalédst, és biintetéssel sujtja az addcsaldt. Ugyancsak figyelmen kiviil ha-
gyom, hogy az addkulcs emelése — a nettd jovedelem csokkentése miatt — tobbé—kevéshé
csokkenti azt az idémennyiséget, amelyet adott évben az allampolgar hajlandé beje-
lentett munkéval tolteni. Végiil elsiklom afolott, hogy kiilonbozo foglalkozasi dgakban
kiilonboz6 az addcsalas lehetosége. A 8.4. tablazatban stilizalt adatok alapjan feltiinte-
tek 3-3 orszagot, ahol kozepes, illetve erés az adémordl, viszont kicsi, kozepes és nagy
az allami Ujraelosztds. Az egyenlOtlenségek a vélelmezett joléti sorrendet mutatjék: a
kozepes adomoral mellett a cseh, az erés mellett a svéd rendszer tiinik optimalisnak.

8.4. tablazat. Adomoral, jovedelem-tijraelosztas és jolét, 2010 koriil

Ujraelosztas  foka Kicsi Kozepes Nagy
Adémoral (kb. 30%) (kb. 40%) (kb. 50%)
Kozepes Szlovakia < Csehorszag > Magyaro.
Erds Japan < Németo. < Svédorszag

A modern gazdasidgokban az addk latvanyos szerepet jatszanak: a GDP 30-60%-4t is
elérik. (Ebbe a szdmba beleértendék a GDP 5-15%-4t kitevé allami nyugdijakat fedez6
jarulékok is, de az egyszeriliség kedvéért itt nem foglalkozom veliik kiilén.) Egyrészt az
allam kozjavakat (utakat, iskoldkat, korhdzakat stb.) épittet és miikddtet az addkbol,
masrészt a gazdagabbak befizetéseibdl tamogatja a szegényebbeket. Kiilonboz6 orszagok-
ban az adomoraltdl is fliiggden kiilonbozo mértékben titkoljak el az allampolgarok adokote-
les jovedelmiiket. Izgalmas és fontos kérdés: az adémoralt figyelembe véve mekkora addkat
rojon ki az allam? A végsé valasz ellentmond a naiv elképzelésnek: minél gyengébb az
adémoral, annél kisebb (nem pedig nagyobb) addékulcsokat érdemes kirdni.

Tovébbi egyszertisités: személyi jovedelemaddra (roviden: szja) szoritkozunk (reédlisabb
modellben tovabbi adékat, példaul az altalanos forgalmi adét is bevonnam). Fajé szivvel
figyelmen kiviil hagyjuk az adékedvezményeket és a magasabb addokulcsokat, s csupan
egykulcsos szjat modelleziink (Magyarorszagon 2012 6ta egyébként egykulcsos az szja).
Feltessziik, hogy a befolyt addt az allampolgarok kozott egyenléen szétosztjak, s a nettod
jovedelem-kiilonbségek mérséklése f0lott ez a pénz teljesen fedezi a fizetGssé tett kozjavak
fogyasztasat.

Egy egyszeru azonossaggal kezdiink, amely késébb hasznunkra lesz. A tarsadalmat
kiilonboz6 jovedelmi allampolgarok alkotjak, a tipusok szama I > 1 természetes szam,
ésaz i=1,2,..., I tipusu egyén jovedelme w;, népességbeli silya (részaranya) f;. Ekkor
az atlagos jovedelem Ew = Zi]:l fiw; = fiwg + -+ + frw;. Az allam egykulcsos szjat
alkalmaz, ahol az addkulcs 0 valés szam, 0 < 6 < 1. Néha elhagyjuk a megkiilonbozteto ¢
alsé indexet, azaz a w jovedelmii allampolgarnak fw addt kellene befizetnie, de tokéletlen
adémoralja miatt jovedelme egy részét (e-t) eltitkolja. Mér emlitettiik, hogy a val6sdgot
nagyon leegyszeriisité modelliinkben az addztatés egyetlen célja: az addzas utdn marado
nettd jovedelme mellett mindenkinek azonos v alapjovedelmet biztositson. Folteszem,
hogy az (addzés el6tt) atlagjovedelem éppen egységnyi, jele: Ew = 1, tehat az eltitkolt
jovedelem (értsd: a teljes és a bevallott jovedelem kiilonbsége) varhaté értéke Ee <
1. Mivel modelliinkben az allam a teljes adobevételét alapjovedelemként szétosztja, az
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alapjovedelem egyenl6 az addkulcs és az atlagos bevallott jovedelem szorzataval:

v =60E(w —¢) = 6(1 — Ee). (8.1)

8.1. példa. A nagysigrendek tisztédzdsa érdekében célszerti a (8.1) azonossdgot
kozelité, kicsit sitilzdlt magyar adatokkal kitolteni: v = 3/8; Ee = 1/4, tehat a képzeletbeli
Osszesitett addkules 6 = 1/2.

Eddig nem prébaltuk megmagyarazni az eltitkolt jovedelem nagysagat. Az optimalis
addcsalasi modell eredményét megelGlegezve, most hiivelykujjszabalyként feltessziik, hogy
az eltitkolt jovedelem és a teljes jovedelem hanyadosa az addkules és az adémoral (u)
hényadosa:

—=— azaz e=pu tw. (8.2)
wop
Vigyézat, az adicsalds nagysdga a (8.2)-es jovedelem-eltitkoldsnak csak egy része: fe =
p6%w!

Szampélda: w =1, 0 = 0,5 és u = 2 esetén e = 0,25 (v6. 8.1. példa).

Ahhoz, hogy a modell értelmes legyen, az eltitkolt jovedelemnek kisebbnek kell lennie
a jovedelemnél, azaz 0 < p. Ahhoz, hogy ez még a maximalis § = 1 addkulcsnal is
fennélljon, foltessziik, hogy p > 1.

Ew =1, (8.1) és (8.2) értelmében az adébevétel-addkules-fiiggvény

¥(0) =01 — = '0) =0 — u'0°. (8.3)

Az allamnak itt nagyon egyszerii célja van: maximalizalni akarja az adobevételeket.
A kovetkezo tétel megadja a maximalis adobevételt jelenté addkulcsot a kisebb adémoral-
értékekre.

8.1. tétel. a) Feltéve, hogy az adémoralra teljesiil 1 < p < 2, a (8.3)-beli atlagos
adobevétel akkor maximalis, ha az adokulcs az adémoral fele:

i
0" = —. 8.4
: (8.4
b) Ekkor (8.2) esetén minden allampolgér jévedelme felét titkolja el: e* = w/2, és az igy
adodo alapjovedelem az adomoral negyede:

V(1/2) = p/4. (8.5)

Bizonyitds. a) A 3.1. tétel jelolései szerint (8.3)-ban A = u~! és B = 1. Innen
adddik (8.4). Mivel p < 2, az adékules értelemszertien legfeljebb 1.
b) (8.4)-et behelyettesitve (8.2)-be, majd (8.3)-ba, adédik (8.5). O

Megjegyzések. 1. Ez a modell nagyon merev, hiszen az eltitkolt és az eredeti jove-
delmek aranya a kormdanyzati optimumban az adémordl értékétél fiiggetleniil 1/2. Mégis,
i =1 esetén a magyar adatok kozelitoleg reprodukélhatok: a 8 = 0,5 adokules Ee = 0,25
jovedelem-eltitkolast ad.

2. Sokkal egyszeribb a nagyobb adémoralparaméterek esete: p > 2. Ekkor a
korményzati optimum a teljes adéztatds: 0* = 1, (8.2) értelmében a jovedelem-eltitkolds
e* = w/u, az alapjovedelem v* = 1 — ! — mindketten az adémoral csokkend fiiggvényei.
Sajnos, a modell rosszul van kalibrélva, de ezen tul kell lépniink.

84



8 JOVEDELEMELOSZLAS, ADOMORAL, ADOZTATAS

8.3. Optimalis addocsalas

Ratértink a bonyolultabb modellre. Most minden allampolgar optimalizalassal dont az
adéeltitkolasardl, és az adobevételek helyett az allam egy bonyolultabb célfiigguényt ma-
ximalizdl, amely az alapjovedelem mellett valamennyire figyelembe veszi az addfizetok
kiillonb6z6 csoportjainak célfiiggvényét is. (A modern kozgazdasdgtanban a célfiiggvény
alapfogalom, s minden szerepl6 sajat célfiiggvényét maximalizalja lehetoségein beliil: a
fogyaszt6 a hasznossagot, a vallalat a profitot, és az allam j6 esetben a térsadalmi jolétet.)
Megemlitjiik, hogy itt egy olyan tobbszereplds dinamikus (Stackelberg-) jatékrdl van sz,
ahol a szereplok nem egyszerre lépnek: eloszor az allam meghirdeti az adékulcsot, és erre
reagalnak az allampolgarok az addcsalassal.

A bevezetében mar széltam a nagyobb fogyasztds okozta 6rom és nagyobb csalas
miatt érzett szégyen viaskodasarol. Ennek leirdsahoz sziikségiink van a fogyasztas és az
addcsalas viszonyara is. Ha az allampolgar nem titkolna el jovedelme egy részét, akkor
fogyasztdsa a nettd jovedelem: (1 — @)w és az alapjovedelem: () Osszege lenne. De
letagadja jovedelme egy részét: e, azaz fe addt , takarit meg”, s ezzel noveli a fogyasztasat:

c=(1-0)w+0e+~(0). (8.6)

A legegyszertibb Ul(c, e) hasznosségfiiggvényt akkor kapjuk, ha feltételezziik, hogy a
kétvaltozos fliggvény két egyvaltozos fiiggvény kiilonbsége, és a kisebbitendd a fogyasztés
homogén linearis, a kivonandé pedig az eltitkolt jovedelem kvadratikus fiiggvénye. Az
adémoral most azt mutatja, hogy mennyire hat kedvez6tleniil az addcsalés (és a jovedelem-
eltitkolds) az addézé kozérzetére. Képletben:

Ulc,e) = 2¢ — pw™'e?. (8.7)

A 2-es szorzdt a késébbi képletek egyszertisitése végett irtuk a fogyasztas elé! A u szorzd
mellé bevettiik még a w™! szorzét is, mert ha A allampolgar jovedelme \(> 1)-szor na-
gyobb, mint B-é, akkor a \-szoros jovedelem-eltitkolds nem \?-szeres, hanem csak A-szoros
szégyent okoz.
Behelyettesitve (8.6)-ot (8.7)-be, és hozzéirva a w egyedi bért. adédik az j, szarmazta-
tott hasznossag:
Ulw, €] = 2(1 — 0)w + 20e + 2v(0) — pw '€ (8.8)

8.2. tétel. Ha a w jovedelmii allampolgar addécsaldsaval a (8.8) célfiiggvényt maxi-
malizalja, akkor az optimalis jovedelem-eltitkoldst (8.2) adja.

Bizonyitas. Adottnak vessziik a v alapjovedelmet. (8.8)-ban csak 20e — pw~'e? fiigg
kozvetleniil e-t6l. Most B = 26 és A = pw™' szerepel a 3.1. tételben, és (8.4)-bsl adédik
(8.2). 0

Megjegyzés. Most optimumként adédik az egyszertibb modellben onkényesen
feltételezett (8.2)-beli jovedelem-eltitkolas.

Kényszertien feltessziik, hogy minden allampolgarnak kézos (vagy legaldbbis 6sszemér-
hetd) hasznossigfiiggvénye van. Ezért megadhatunk egy un. tdrsadalmi joléti fiiggvényt,
a Rawls-félét, amelyet John Rawls filozéfusrol neveztek el. E szerint a tarsadalom jolétét
a legrosszabb helyzetii tagjanak (redlisabban: tagjainak) a maximélis hasznossdga adja.
Esetlinkben ez a legkisebb jovedelmi allampolgar hasznossagfiiggvényének maximuma —
itt a € adokulcs fiiggvényében:

V(0) = Ulwn, e (0)]. (8.9)
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8.3. tétel. Tegyiik fol, hogy az adomoral elég gyenge:

2 — Wnp

1 <pu<ppy = , 8.10
A (8.10)
a) A Rawls-féle optimalis addkulcs
1—-w
0" = =4 > 0; 8.11
2 — wm'u ’ (8.11)

b) A (8.11)-beli 0*(u) adékulcs—adémoral-fiiggvény linedris és ndvekvd, valamint az op-
timalis jovedelem-eltitkolas mértéke fiiggetlen az adomoraltol:

e* 1—wy 1
= < —. 8.12
w 2—w, 2 ( )

c) Az optimalis alapjévedelem értéke

V= e (8.13)

Megjegyzés. Ha p > py,, akkor 8* = 1, stb.
Bizonyitas. a) (8.9), (8.8), (8.3) és (8.2) értelmében

V(0) = 2(1 — O)wy + 20u 0wy, +20(1 — p710) — pawt (u 0w, )?.

Rendezve,
V(0) = 2wy + (2 — 2w )0 — (2" — ™ twy, )67

Innen mar a 3.1. tétel valéban megadja a tarsadalmilag optimélis addkulcsot.
b) és c) Egyszerii behelyettesitéssel. 0
Megjegyezziik, hogy a bonyolult modell optimuma nulla minimélis jovedelem (w,,, = 0)
mellett az egyszert, bevételt maximalizal6 modell optimumat adja (vo. 8.1. tétel).

8.1. feladat. a) Igazoljuk, hogy w,, > 0 esetén a Rawls-féle optimédlis adékules kisebb,
mint az adémaximalizdl6 kulcs! b) Igazoljuk, hogy minél nagyobb a minimalis jovedelem,
annal kisebb a tarsadalmilag optimélis Rawls-féle adokulcs!

Ezen a ponton szampéldan szemléltetjiik a bonyolultabb modellt.

8.2. példa. (8.11) értelmében w,, = 0,5 mellett a p = 1,5-es adémordl ad 6* = 0,5
addkulesot. A (8.12) és a (8.13) képlet alapjén ekkor rendre e* = 0,5/1,5 = 1/3, v* =
0,5-(2/1,56%) - 1,56 =1/3.

Végiil még egy feladatot tiiztink ki.

8.2. feladat. MindenekelGtt tekintsiik a legegyszeriibb, kéttipusbol allé népességet,
ahol a w,, < 1 jovedelmiiek mellett vannak wy; > 1 jovedelmiiek is. A két tipus népesség-
beli stlya rendre f,, > 0 és fy > 0,

a) Bizonyitsuk, hogy ha a tarsadalmi joléti fiiggvényt nem Rawls, hanem a kozonséges
sulyozott szamtani atlag szerint szamoljuk:

W(0) = fuU|wm, € (0)] + fmU[w, €*(6)], (8.14)

akkor a tarsadalmilag optimalis addkulcs 0, s nincs jovedelem-eltitkolas: e* = 0!
b) Hogyan kellene mddositani a hasznossagfiiggvényt, hogy ebben az esetben is pozitiv
legyen a tarsadalmilag optimélis addkulcs?
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9. Népességdinamikai modellek

Az egyes orszagok népességének (1étszdmanak és korosszetételének) alakuldsa gazdasagilag
és politikailag egyarant érdekes. Mikozben a harmadik vilag jelentos részében még tart
a népességrobbands, a fejlett vilag egyes orszagaiban dramai iiteml népességfogyas és
oregedés tapasztalhatd, ez utébbi al6l mas orszdgok (pl. Kina) sem kivételek. Példdul
Magyarorszagon az 1980-as 10,7 milliés népességmaximum elérése 6ta ma mar 10 millié
ald csokkent a létszam. De ennél sokkal silyosabb a nemzedéki (korosztélyi) ardanyok
eltolédédsa: jelenleg az iddsek (65 éven felettiek) ardnya a dolgozékurakhoz képest 25%,
de 2050-re 50% varhat6. Nem nehéz belatni, hogy ezek a fejlemények fesziiltségekhez
vezetnek a nyugdij- és az egészségligy teriiletén, bar az optimistak szerint az iddsek
egészségi allapotanak folyamatos javuldsa nyoman jelentosen emelkedik majd az idések
munkakindalata, s ez enyhiti e fesziiltségeket (v6. 9.4. tdblazat). Fontos kérdés a ki/bevén-
dorlas, de ezzel a konyvben nem foglalkozunk.

Az eddigiekbdl is lathato, hogy a demografia fontos. Itt azt szeretném igazolni, hogy
elméletileg is érdekes, és gazdag modellezési lehetoségei vannak. Négy modellt mutatok be.
A 9.1. alfejezetben a lehetd legegyszertibben a sziiletések és a halalozasok kiilonbségével
magyarazzuk a népességszam valtozasat. A 9.2. alfejezetben a sziiletéseket a jelenleg
dolgozok, a haldlozasokat az el6z6 idészak dolgozoi létszaméval magyarazzuk. A 9.3. al-
fejezetben a sziiloképes nékon beliil megkiilonboztetjiik a fiatalabb és az idosebb ndket,
és igy kapunk érdekes eredményeket. Végiil a 9.4. alfejezetben a sziilési életkorok homo-
genizalasaval és a dinamika elhanyagolasaval megnyilik az 1t az évjarati modellek felé.

9.1. Szuletés és halalozas

Az 1. modell annyira egyszerti, hogy alig érdemli meg a modell nevet: az év eleji
népességszam egyenlo az el0zo év eleji népességszam + sziiletésszam — haldlozasi szam. Ha
feltessziik, hogy mind a sziiletésszam, mind a haldlozasszam aranyos a népességszammal,
akkor egyszertien alakul a népességszam stb.

Bar elvileg minden pillanatban sziilethet egy csecsemé és meghalhat valaki, a gyakor-
latban célszertitlen évesnél finomabb bontédst népességmodellekkel dolgoznunk. (Elméleti
elemzésben jogosult lehet folytonos koreloszlas alkalmazasa is, de az nagyon elbonyolitja a
matematikai elemzést.) A legegyszer(ibb demografiai modellben nincsenek korosztalyok.
Eves felosztdssal dolgozva, jelolje a naptari éveket t = 0,1,..., a sziiletések szamat By, a
halalozasokét E;, végiil a népesség év eleji értékét N;. Konnyen belathato a mar emlitett
azZonossag:

Niy1 = Ny + B, — FEy, t=0,1,.... (9.1)
Ha ismerjiik a (B;) és (E;) sorozatot, és Ny kezdéértéket, akkor zart orszdgban ismert a
népesség jovo év eleji értéke is.

Kicsit tovabb jutunk, ha az adott évi sziiletések és a haldlozasok szamat ardanyosnak
vessziik az adott év eleji népességszammal, ahol b; és e; rendre a sziiletési és halalozasi
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aranyszam:

Bt = tht és Et = etNt. (92)

Behelyettesitve a (9.2) egyenletpart a (9.1) egyenletbe:

Nt+1 = Nt + tht — etNt = (1 + bt — 6t)Nt7 t = 0, 1, e (93)

Ezzel eljutottunk a legegyszeriibb demografiai tételhez.

9.1. tétel. a) Ha a sziiletési ardnyszam adott évben nagyobb, mint a haldlozasi,
akkor a népességszam ndvekszik. b) Ha a sziiletési aranyszam adott évben kisebb, mint
a haldlozasi, akkor a népességszam csokken. c¢) Ha a sziiletési ardnyszam adott évben
azonos a halalozasival, akkor a népességszam allando.

Figyeljik meg, hogy a tételben nem tessziik fel, hogy a sziiletési és halalozasi ardnyok
id6ében valtozatlanok, csak a kiilonbségiik el6jelérdl beszéliink. A valésagban nem is volna
helyes feltenni, hogy ezek az aranyok idében valtozatlanok, hiszen példaul ha egy orszag
népességébdl elttinnének a sziiléképes nok, akkor a népesség hosszabb tavon kihaldsra
lenne itélve. Ideje attérni egy redlisabb modellre. De el6tte beillesztjiik a 9.1. tablazatot,
amely véalogatott évekre tartalmazza a hazai népesség sziilési, halalozasi és 1étszam ada-
tait. (Ha a 9.1. tdblazattal akarnank ellendrizni az alapegyenlet érvényességét, akkor
vagy minden évet fel kellett volna tiintetniink, vagy osszesiteni kellett volna az évtizedes
sziiletéseket és halalozasokat! A legutolsé évre ezt megtettiik, de a jelentds természeti
hidnyt majdnem teljesen ellensilyozta a bevandorlasi egyenleg vagy annak szdmba vétele.)

9.1. tablazat. Sziiletések, haldlozasok, év eleji népesség, Magyarorszag, ezer f6

Ev Sziletési Halalozasi Népesség-
szam Szam Szam

t By E, N,
1950 195,6 106,9 9338
1960 146,4 101,5 9984
1970 151,8 120,2 10338
1980 146,7 145,4 10707
1990 125,7 145,7 10373
2000 97,6 135,6 10211
2010 90,3 130,5 10000
2019 89,6 129,6 9772
2020 9769

9.2. Gyermekek, sziilok, nagysziilok

A kozépiskolai keretekre valé tekintettel altaldban az éves bontasnal joval durvabb ta-
golassal éliink, csak 3 nemzedéket kiilonboztetiink meg: (kiskord) gyermekeket, sziiloket
és nagysziiloket. Esetenként az elemzési id6szak hossza 25 év, régen ezt emberoltének
nevezték. A naptari iddszakok indexe t = 0,1,.... (Természetesen a gyakorlatban éves
adatokkal dolgoznak a statisztikusok és a modellezék.)

Legyen a t-edik id6szak atlagaban a gyermekek szama K, a sziloké M, és a nagysziiloké
P;. A népesség teljes 1étszama

Nt:Kt+Mt+Pt-
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A demografusok megkiilonboztetik a kovetkez6 harom fiiggdségi hanyadost, ahol a sziilék
létszaméahoz viszonyitjak a gyermekek, illetve a nagysziilok 1étszamat, és az eltartottak
egyiittes létszamat.

Fiatalkori fiiggoségi hanyados

K,
ky = —. 9.4
=3 (9.4
Idoskori fliggdségi hanyados
B
= —. 9.5
bt M, (9.5)
Teljes fiiggdségi hanyados
K.+ P,
dt = tMt ! = kt +pt (96)

Ezek a hanyadosok mutatjak, hogy milyen teher harul a sziilokre a gyermekek és a
nagyszilok eltartasaban. (Az eltartds sz6 nem jelenti azt, hogy a gyermekek és az idések
henyélék!) Példaul a gazdasédgi fejlédés korai szakaszaiban a fiatalkori fiiggéségi hanyados
nagyon nagy: l-hez kozeli, nehézzé téve a magas szinvonali kotelezd iskolai képzés fi-
nanszirozasat. A fejlodés késoi szakaszaban viszont az idéskori fliggéségi hanyados nagy:
1/2 616tti érték, megdragitva a nyugdij- és egészségligyi rendszer finanszirozasat. A teljes
fiiggdségi hanyados viszonylag stabil. A 9.2. tablazat a magyar népesség néhdny évére
mutatja be e mutatok alakulasat. Példaul 2000-ben 24 gyermek és 15 idos jutott 100
munkaképes lakosra. Erdekes, hogy 1970-ben tobb, mint kétszer annyi gyermek volt mint
id6s, mig 2050-re 3/4-re csokken az ardny — legaldbbis az elérejezés szerint.

9.2. tablazat. Korosztalyi és fliggoségi hanyadok alakuldsa Magyarorszagon

Ev Gyermekek ‘ Id6sek Idé6skori Teljes
részaranya fliggbségi hanyad

t Kt/Nt Pt/Nt Pt dy

1970 0,283 0,131 0,224 0,706

2000 0,236 0,146 0,236 0,618

2050 0,189 0,262 0,477 0,821

Megjegyzés. Gyermekek: 0-19 év, idosek: 65—. 2050: elorejelzés.

Ratériink az azonos szamu évjaratbdl allé korosztalyok modelljére. Az adott korosztaly
létszamcesokkenését a 0 és 1 kozti, idében valtozo ay és w; pozitiv szamok, az Un. tulélés:
valosziniségek hatarozzak meg, amelyek feltevésiink szerint adottak:

Mt = Oéth_l és Pt = tht—l' (97)

Az id6ben valtozo o, termékenységi egyitthato pedig kapcsolatot teremt a szilék és a
gyermekek szama kozott:
Kt = (ptMta Dt > 0. (98)

Megjegyezziik, hogy kordbban nagy volt a gyermekhalanddség, s ezen beliil a csecsemoha-
landésag. Példaul 1911-ben hazankban még minden otodik ujsziilott meghalt 1 éves
kora el6tt, és még 1960-ban is minden huszadik csecsemd meghalt. Ma mar a cse-
csemoOhalanddsag gyakorlatilag megsziint. De nagy csecseméhalandésag esetén félrevezeto
a (9.8) termékenységi egyenletiink. Hasonlé a helyzet a sziiléi és a nagysziiléi halandéség-
gal.
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A teljes termékenységi egyiitthaté fele (lanyokra szoritkozva) altaldban tort szém, s
ez csak ugy értelmezhetd, hogy kiilonboz6 termékenységii asszonyok vannak, ahol 0, 1,2, 3
stb. szdmu lanyuk sziiletik, és ezek gyakorisaga idében valtozik, jelik fo, fi+, for, fats-- -
Képletben:

or=fie 1+ for -2+ f34-34+---.

A rendszer dinamikajanak meghatarozasahoz meg kell adnunk két kezd6értéket: M_ ;-
et és My-t. Ekkor (9.7)—(9.8) segitségével meghatarozhaté Py = woM_1 és Ky = @My
stb. Valéjaban M _;-re nincs sziikséglink. Ha ismert M, akkor ismert K is, és abbdl méar
t > 1-re minden ismert.

Dramaisidga miatt a 9.3. tabldzatban a stilizdlt (leegyszeriisitett) kinai népesség-
dinamikat szemléltetjiik, halanddsdg nélkiil: o, = 1 és w, = 1. Szdmolasi konnyebbség
kedvéért a kezdoiddszak sziiloinek létszamat vessziik 1 egységnek. Abszolut szamokra
gondolva 1950-ben Kinanak kortilbelil 0,5 millidard lakoéja volt, jelenleg pedig kortilbeliil
1,4 milliard lakdja van. Ismert, hogy 1925 és 1975 kozott a sokgyermekes csaldd volt tipi-
kus Kindban. Csalddonként 4 gyermeket feltételezve: a féltermékenység oo = 2 volt (egy
csaldd 2 felnéttbol allt, a férjre és a feleségre 2-2 gyermek jutott). Aztdn a Mao-ce tung
haldla utan a kirakatpereket t1lélo kinai politikusok végre valahara felfedezték, hogy egy
ilyen gyorsan szaporodd népesség nem fér el Kinaban, és hajtiikanyart téve, bevezették az
egygyermekes csaladmodellt, p; = 0,5-del. De a késleltetés miatt a népességszam egyelore
nem csokken, sot, sokdig nétt (9.4. téblazat). Nagyon elnagyolt modelliink 2025-ig var,
hogy Kina visszatérjen a kétgyermekes csaladmodellhez, de akkorra mar felére csokkenne a
népesség. Vidéken (kiilonosen, ha az els6 gyermek lany volt), soha sem tartottak be annyi-
ra szigoruan az egygyerekes torvényt, mint a varosokban, és par éve mar a varosokban is
felhagytak vele.

9.3. tablazat. Stilizalt kinai népességdinamika

Gyerme- | Sziilok | Nagy- Osszesen
kek sziilok
Negyedszazad | Féltermékenység létszama Teljes th.
t Pt K M, P, Ny dy
1925- 2 2 1 0,5 3,5 2.5
1950- 2 4 2 1 7 2,5
1975- 0,5 2 4 2 8 1
2000- 0,5 1 2 4 7 2,5
2025- 1 1 1 2 4 3

A 9.3. tablazat utolsé oszlopa élesen megvilagitja a kinai gazdasagi csoda egyik
forrasat: az elmult évtizedekben a teljes fiiggdségi hanyados 2,5-r6l ideiglenesen 1-re
csokkent, de mar visszatért a magas értékre.

9.1. feladat. Szamolja tjra a 9.3. tablazatot igy, hogy 1975-2025 kozott kétgyermekes
politika maradt volna érvénye, azaz p = 1!

Jo lenne azzal vigasztalni magunkat, hogy a fejlédo vilag tanultsagi foka olyan gyor-
san emelkedik, hogy 10-20 éven beliil megsziinik a népességbomba. De Kina és India
osszehasonlitasa mast sugall: nem nagyon lehet megkeriilni az egygyerekes politikat! El-
rettentésiil beleteszem az ENSZ népesedési elérevetitését 2020 és 2100 kozott, hozzatéve
az 1990-es adatokat és a teriiletet (amelynek jelentés része gyakran lakhatatlan).
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9.4. tablazat. Az ENSZ kivetitése a legnépesebb orszdgokra

Népesség (m 6) Tertilet
Orszag 1990 | 2020 | 2050* | 2100* | (ekm2)
Bangladesh 106 165 192 151 148
Brazilia 149 | 212 229 181 8551
Egyesiilt Allamok 250 | 331 379 434 9834
Egyiptom o7 | 102 160 225 1010
Etiépia 48 | 115 205 294 1104
India 873 | 1380 | 1639 | 1447 3287
Indonézia 181 | 273 331 321 1905
Kina 1135|1439 | 1402 | 1065 9597
Kongoéi DK 35 90 194 362 2345
Mexiko 85 | 129 155 141 1973
Nigéria 95| 206 401 733 924
Orosz Federacio 148 | 146 136 126 | 17098
Pakisztan 107 | 221 338 403 882
Tanzania 25 60 129 286 945
Vildg-6szesen 5288 | 7795 | 9735 | 10875 | 153000

A népességtudomanyban kiemelkedo szerepet jatszik az un. stabil népesség, amelyben
a korosztalyok létszamaranyai allandok. Képletben [(9.4)—(9.5)]:

ki = ko és Dt = Po, t=0,1,...,

Fontos specialis eset a staciondrius népesség, azaz amikor nemcsak az ardanyok, de maguk
a korosztalyi 1étszamok is allandék. Képletben:

Kt:Ko, Mt:MO és Pt:P(), t:(),l,...,

Legegyszeriibben éllandé termékenységi és tulélési paraméterértékekkel lehet stabil
népességeket eldallitani. Tegytik fol, hogy

Y = P, =« és Wy = Ww.

Ekkor belathatd a kovetkezo tétel.

9.2. tétel. Allands tulélési és termékenységi paraméterértékek esetén a népesség
stabil, és a novekedési egyiitthatéja v = ap. Ha v = 1, akkor a népesség stacionarius.

Bizonyitas. Behelyettesitve M; = aK; -t Ky = ¢ M-be: Ky = paK; 4, azaz a gyer-
mekszam mértani sorozatot alkot, v hanyadossal. A K; = @M, termékenységi egyenlet
alapjan ugyanaz igaz a szulok létszamara is. Végul P, = wM;_; szerint az iddsek 1étszama
is ugyanazzal a novekedési iitemmel novekszik. 0

Erdekes a fliggdségi hanyadosok alakulasa.

9.3. tétel. Stabil népesség esetén a fiatalkori fiiggbségi hanyados k; = o, az idGskori
fiiggbségi hanyados p, = w/(ap), mig a teljes fiiggbségi hanyados dy = ky + py.

Bizonyitas. A fiatalkori fiigg6ségi hanyados

o M;
k —
t M,
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Az id6skori fiiggoségi hanyados

P M, w

PEEM M, T ap

9.3. Fiatal és idos szulok

Tobb szempontbdl is érdemes modositani az elobbi modellt, és az aktiv szilok korén
beliil megkiilonboztetni a fiatal és az idos sziiloket. Ez annak felel meg, hogy a nem-
zedéki idOszak hosszat 30 évre emeljik, s fél nemzedékekkel szamolunk. Az egyszeriiség
kedvéért eltekintiink a termékenység és a halanddsag valtozasatol: a stabil népességre
szoritkozunk. Sot, eltekintiink a halanddsdgtol, és feltessziik, hogy senki sem hal meg id6
elott. Mint matematikailag felesleges toldaléktol, szintén eltekintiink az idosektol, pon-
tosabban a terméketlen iddsekt6l. Ha K; a t-edik iddszakban (15 éves korszak) sziiletett
gyermekek szama, akkor a fiatal sziilok szamat K;_q, az idos sziilokét pedig K;_o jeloli.
A 4.1. szakaszt alkalmazva, érdekes tételeket mondunk ki és bizonyitunk be. Induljunk
ki a kovetkezd Osszefiiggéshol:
Termékenységi egyenlet

K= o1 K1 + oKy, 0120, @2 >0. (9.9)

Az elemzés elott a 9.1. abran szemléltetjiilk modelliinket. Legyen ¢; = 9 = 0,5
és K_o = 60000 és K_; = 40000. Latni fogjuk, hogy a ¢ = 1 termékenység miatt a
népességszerkezet egy stacionarius népességhez tart.

9.1. ébra. Két nemzedéknyi sziild

60.0 1dos

- - - - Fiatal

— — - Gyermek

W
o
[=3

Létszam

40,0

30,0 T T T T T
0 1 2 3 4 5
1d6szak

Akinek j6 szeme van, az lathatja, hogy a folyamat egyre kisebb kilengésekkel tart
egy végallapothoz, ahol K* = 46667. (A hatérérték valdjaban egy végtelen tizedes tort:
46 666,666 . . ., de ennek nincs gyakorlati jelentésége.)

Visszatériink az elméleti elemzéshez. Megismételve a 4.1. alfejezet gondolatmenetét,
most is mértani sorozat alakjidban keressiikk a megoldast: K; = s\, ahol k és \ valds
szamok. Behelyettesitjiik a feltételezett megoldéast a rekurziéba:

A= o AT o A2 (9.10)
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Egyszertisités utan a
2= oA+ o (9.11)

masodfoku egyenlethez jutunk. Ennek az egyenletnek két kiilonb6zo valds gycke van, és
ezek linearis kombinacidjaként adédik a megoldas. Pontosabban a kovetkezo igaz.

9.4. tétel. a) A (9.11) rekurzié altalanos (kezdeti értéktdl fiiggetlen) megoldésa
K = i\ + ko \) (9.12)

alaku, ahol A\ 5 a
M=o A= =0

masodfoki egyenlet két kiilonbozé valos megoldasa, valamint ki és ko tetszéleges valos
szam. b) Adott kezdeti feltételek mellett a (K1, ko) egylitthatépar egyértelmiien meg-
hatarozhato a kovetkezé linearis egyenletrendszerbdl:

KQ = K] + Ko és K_1 = Iil)\l_l + I{Q)\Q_l. (913)

Tovabb finomitjuk az elemzést. Kizarjuk az atipikus ¢ = 0 esetet. (A kizart esetben a
K11/ Ky novekedési egytitthaté ciklikusan valtozik!) Altaldban nem igaz, hogy a népesség
stabil, hiszen két kiilonb6z6 mértani sorozat ,zavarja” egymast. (A kivételes eset ¢y =
0!) Mivel a negativ gyok abszolit értéke kisebb, mint a pozitiv gyok, még inkdbb &ll a
hatvényaikra is, tehdt az aszimptotikus megoldds k1!, k1 # 0 — azaz tdgabb értelemben
stabil.

[gazoltuk tehat a kovetkezo tételt.

9.5. tétel. a) Ha ¢; > 0, akkor a (K,;) megoldds aszimptotikusan tart a ki,
palyahoz, k1 > 0. b) Ha 1+ ps > 1, akkor a népesség létszama névekvd; ha o1+ pa < 1,
akkor a népesség létszama csokkend; végiil ha o1 + o = 1, akkor a népesség létszama
allando.

Végil egy feladatot tlizlink ki, amely megvildgitja, hogy milyen fontos hatassal van
a stabil népesség novekedési iitemére az, hogy az adott termékenység hogyan oszlik meg
a fiatal és az idGs szilok kozott. Az egyszerliség kedvéért tovabbra is eltekintiink az id6
elotti halalozastol.

9.2. feladat. Stabil népességen beliil (ahol a létszamardnyok idében allandéak)
rogzitjik a o = 1 + @y egylittes termékenységi aranyszamot. a) Mutassuk meg, hogy
csOkkend népességben (¢ < 1), minél kisebb a fiatalkort sziilések ardnya, annél lassabban
csOkken a népesség: v(p1) < 1 névekvé fiiggvény! b) Igazoljuk, hogy névekvo népességben
(¢ > 1), minél kisebb a fiatalkor sziilések aranya, annél lassabban novekszik a népesség:
v(g1) > 1 csokkend fiiggvény. ¢) Allandé 1étszami népességben (o = 1) a sziiletések
eloszldsa kozombos: v(py) = 1!

9.4. Egy évjarati modell

Szokas korfdrol beszélni, amikor a vizszintes tengelyre mérjiik fol a korosztdlyok létsza-
mat, és a fiiggolegesre a korosztdly életkorat, balra a nékét, jobbra a férfiakét. Az in-
terneten szamos valésagos és képzelt korfat taldlhatunk. A fejezet végén bemutatunk
egy tovabbra is egynemi évjarati modellt, amelyben a teljes termékenységi arany (TTA)
hatésat vizsgaljuk a legegyszeriibb stabil népességben (ahol a korosztédlyok létszamaranya
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id6ben valtozatlan). Minden korosztdly minden tagja D évig él, és F' éves kordban ¢
szamu gyermeke sziiletik — ez kb. a TTA fele. Itt ¢ tetszéleges pozitiv valds szam. (Meg-
ismételve a korabban elmondottakat, ezt tigy lehet elképzelni, hogy a szildk fi, > 0 része k-
as ikreket sziil, ahol k = 0,1,2,3,4 és fo+ fi+fot fat+fi=1, 0 = fi+2fo+3fs+4f1 = 1.)
Ha b, a t-edik évben sziiletett csecsemdk létszama, akkor definicié szerint igaz, hogy

by = o
Felhasznaljuk, hogy a népesség stabil, azaz v > 0 pozitiv valdés szamra
b, = by’
Behelyettesitve a masodik egyenletet az els6be, egyszertisités utdan 1 = ov=*. A kovetkezd
megallapitast kaptuk.

9.6. tétel. Stabil népességben, ahol minden felnéttnek F éves koraban ¢ gyermeke

sziiletik, a népesség névekedési (valtozasi) egyiitthatidja
v ="

Megjegyzés.  Dinamikus szemléletben meg kellene adni a kezdeti feltételeket is:
by =bov %, k=1,2,...,F—1.

Ratériink a korszerkezet leirdsara. () éves korban kezdenek el az emberek dolgozni, R
évesen mennek nyugdijba, és D évesen halnak meg. A teljes népesség, a nyugdijasok és a
dolgozdk 1étszéma rendre (egységnyi létszami kezd6 évjaratokkal)

D D R
N = Z vP—e P = Z yP-e és M = Z vP-e, (9.14)
a=1 a=R+1 a=Q+1

Egyszerii behelyettesitéssel (és esetszétvalasztassal)
N=D, P=D-R é& M=R—0Q, ha v=1, (9.15)

valamint a mértani sorozat osszegképletét alkalmazva

D_q D-R _ R_ .Q
N=" p="""" & M=2""""" na uv#£1 (9.16)

v—1"~ v—1 v—1

Ebbdl adédik a nyugdijrendszerekben kulcsszerepet jatszo idéskori fiiggoségi hanyados.
9.7. tétel. Stabil népességben az idéskori fiiggdségi hanyados

D—R
P = m, ha v=1 (917)
és
|

P = m, ha 14 7é 1. (918)

Kiemeljiik, hogy mig a (9.14)-beli 6sszegek csak természetes szamokra vannak értelmez-
ve, addig a (9.16) mértani sorok Osszegképlete és (9.15), (9.17)—(9.18) tetszbleges pozitiv
szamra is értelmes.

Eddig adottnak vettiikk a gyermekeket, a dolgozokat és az idéseket elvalasztd @), R
életkort. A kovetkezo fejezetben vizsgalandé nyugdijrendszer miikédésében azonban cél-
szerl, ha a harom korosztaly 1étszamaranya allando.
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Trividlis, hogy staciondrius népesség (¥ = 1) esetén, ha a munkdba lépési kor és a
nyugdijba vonulési kor ardnyosan né a varhaté élettartammal: @) = «D és R = pD,
akkor p allando, nevezetesen
L—p
p—K

Bonyolultabb a helyzet, ha a teljes termékenységi arany 2-rél 1,5-re csokken. A 9.5.
tablazatban k = 1/4, p = 3/4, azaz p = 1/2, Q = 20 és D = 80, F' = 30 év esetén ¢ fut
1-t61 0,75-ig. Numerikus mddszerrel hatarozzuk meg R(p) értékét (4. oszlop): gyorsan
no 60-r6l 63,6 évre. Szemléltetésiil a 2. és a 3. oszlopban megadjuk a népesség novekedési
egyltthatojat és a népességszamot. Az elobbi 1-r6l 0,99-re csokken, az utobbi 80-rél 56-ra.

p:

9.5. tablazat. Teljes termékenység—népességszerkezet

Teljes Népesség nove- Népesség (f6) | Endogén  kor-
termékenységi | kedési egytlitt hatér (év)
arany fele hatdja

@ v N R(p)

1,00 1,000 80,0 60,0

0,95 0,998 74,8 60,7

0,90 0,996 69,9 61,4

0,85 0,995 65,1 62,1

0,80 0,993 60,5 62,8

0,75 0,990 56,1 63,6

Mondandénk végére értiink. Bemutattunk négy népességdinamikai modellt: az 1.
modellben az életkor alig jatszott szerepet. A 2. modellben a szilékoriak nem vol-
tak megbontva, a 3. modellben ketté voltak bontva. A 2. modell viszonylag egyszerii
volt, és annak elemzésekor még arra is volt modunk, hogy a tulélési valdszintiségeket
és az idoskoruakat is figyelemmel kisérjiik. A 3. modellben a masodrendd rekurzié ke-
zelése annyira lefoglalta erdinket, hogy lemondtunk ezekrél a bonyodalmakrél. Megismer-
kedtiink viszont egy 1j technikaval, amely elvileg lehet6vé teszi, hogy tetszoleges szamu
korosztalyra bontva elemezziik a népességdinamikai modellt. Ez azonban mar felsébb
matematikai ismereteket igényelne, és a 4. modellben csak nagyon specidlis feltevések
mellett tudtunk e lehetoséggel élni.
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10. Elemi tb-nyugdijmodellek

A nagycsaldadok felbomlasaval és a fejlett tarsadalmak oregedésével a nyugdijkérdés egyre
fontosabba valik. A 20. szazad elején f6leg tokésitett nyugdijrendszerek mikodtek, ahol
a vallalatokban dolgozdék ugyanigy elére takarékoskodtak idoskorukra, mint ma egy ta-
karékos ember a kardcsonyi ajandékokra. A 20. szdzad kozepén (a Nagy Valsag és a II.
vildghdbort pusztitdsa miatt) cs6édbe mentek a t6késitett nyugdijrendszerek, és helytikre
léptek a tarsadalombiztositési (roviden tb) nyugdijrendszerek, amelyek dltalaban felosztd-
kirovo alakban miikodnek. Ezekben a rendszerekben az egyének kotelezoen részt vesz-
nek, és nem sajat nyugdijukra takarékoskodnak elére, hanem az éppen akkor nyugdijasok
jaradékat fizetik ki. Egy tarsadalmi szerzodésrdl van szd, amely a mindenkori fiatalok
kotelességévé teszi a mindenkori oregekrodl valé gondoskodast. Itt az egyén olyan nyugdijra
szamithat, amely a kordabbi befizetéseknek, illetve — allandé jarulékkulcs esetén — a brutto
életpalya-keresetének valamilyen névekvo (esetleg nemesokkend) fiiggvénye.

Bemelegitésként egy stilizalt példa. Hdésnonk 2019 végén toltotte be a 64. évét, és
2020 elején ment nyugdijba, 40 éven keresztiil mindig az akkori atlaghérért dolgozott,
ennek netté értéke 2019-ban majdnem 240 eFt volt. Brutté bére (2019-ben 360 eFt)
20-30%-at a munkéltatéja havonta befizette jarulékként a nyugdijalapba (egyik részét a
brutté bérbél levonva, masik részét hozzdadva). A szabdlyok jelentds egyszeriisitésével
azt mondhatjuk, hogy kezdényugdija az utolsé havi netté bérének 80%-a, azaz havi 192
eFt. Eletjdradékként ezt (pontosabban ennek redlértékét) kapja egész életén keresztiil —
ez a mdr megdllapitott nyugdija. (Ez erés fels6 becslés, és més okok miatt is a 2019-es
atlagos nyugdij csak 135 eFt volt— ldsd még a 12. fejezetet.)

A 10.1. alfejezetben makroszinten (Gsszevontan) vizsgalédunk, minden egyéni kiilonb-
ségtol eltekintiink, és a jarulékkules, a helyettesitési ardny (atlagnyugdij/atlagkereset) és
a fliggbségi hanyados (iddsek/dolgozok létszamaranya) kozti kapcsolatot vizsgaljuk. A
10.2. alfejezetben mikroszinten (egyénekre alapozva) vizsgalédunk, kiilonos tekintettel
arra, hogy a nagyobb keresetiiek egyben nagyobb nyugdijuak tovabb élnek, s emiatt torz
jovedelemeloszlas alakul ki a kiskeresetii és varhatéan rovid életl egyénektdl a nagykere-
setll és varhatdan hosszu életiiek felé.

10.1. A tb-nyugdijrendszer makrookonémiaja

Ebben az alfejezetben a tb-nyugdijrendszer makrockonomidjat elemezziik, egyelére egy
adott idoszakra (évre) szoritkozva. Tiszta feloszto-kirovd rendszer esetén minden évben a
dolgozdk nyugdijjarulékainak osszege (tomege) megegyezik a nyugdijak Gsszegével (tome-
gével). Mivel a jarulék a dolgozo brutté keresetének és a jarulékkulcsnak szorzata, definicié
szerint teljesiil a kovetkez6 azonossdg: nyugdijasok széama x atlagnyugdij = jarulékkulcs
x dolgozdk szama x atlagkereset. Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket; a dolgozok szdma:
M, a nyugdijasok szama: P, az atlagnyugdij: b (és felidézve az u brutté atlagkeresetet),
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addodik a képlet:

Pb = 1Mu. (10.1)
Rendezziik at a (10.1) azonossagot:
b P
= —— 10.2
T UM (10.2)

A fejezet bevezetésében mar taldlkoztunk a (10.2) azonossidg mindkét tényezéjével, de
most képlettel definidljuk 6ket. Az els6 tényezot dtlagos brutto helyettesitési ardanynak
nevezzilk: v, = b/u — ez az atlagnyugdijnak a brutté atlagbérhez viszonyitott értéke. A
masodik tényezé neve (rendszer)fiiggdségi hanyados — nyugdijasok szama/dolgozok szama.
Jele: p=P/M. (A 9. fejezetben mar taldlkoztunk a demografiai fiiggdségi hanyadossal.)
Tehat belattuk a kovetkezo tételt.

10.1. tétel. Egy tiszta feloszto-kirovo nyugdijrendszerben a jarulékkulcs egyenlé az
atlagos helyettesitési arany és a rendszerfiiggoségi hanyados szorzataval:

T = Yub- (10.3)

A stilizalt magyar nyugdijrendszerben példaul v, = 0,4 és p = 0,5; tehat 7 = 0,2; az
amerikaiban viszont v, = 0,35 és p = 0,35; tehat 7 = 0,12. Minél nagyobb a nyugdijak
relativ értéke, és minél tobb nyugdijas jut egy dolgozora, annal nagyobb jarulékkulcsra
van sziikség. Ezt az egyszerii dolgot nagyon sok ember képtelen megérteni, és egyszerre
nagyobb nyugdijat, kisebb jarulékot és alacsonyabb nyugdijkorhatart kovetel vagy igér.

A tovabbiakban a fenti azonossag jobb oldaldnak mésodik tényezdjét tovabb vizsgaljuk.
Figyelembe vessziik, hogy a dolgozdk és a nyugdijasok szama egyarant fligg a népesség
demografiai osszetételétol, a foglalkoztatasi és a nyugdijazasi helyzettol. Bevezetjiik a
munkarészvételi hanyadot, amely a dolgozdk (M) és a munkaképesek létszamanak (M™)
az ardnya: u = M/M*. Sikeres orszagokban a munkaképesek nagy ardnyban dolgoznak,
sikertelen orszagokban viszont nem. Bevezetjik még a nyugdijjogosultsigi hanyadost is,
amely a nyugdijasok (P) és a nyugdijaskoriak létszdmanak (P*) az ardnya: ( = P/P*:
vannak olyan idoskoriak, akik nem jogosultak nyugdijra, és vannak olyan munkaképesek,
akik viszont jogosultak. A 9. fejezetben mér bevezettilk — akkor még csillag nélkiil —
a demogrdfiai (idéskori) fliggdségi hanyadost, amely a nyugdijkoriak és a munkaképesek
létszdmanak az ardnya: p* = P*/M*. Ezek segitségével részletesebben is folirhaté a
mutatonk:

P P P M
M P*M* M’
azaz felhasznalva jeloléseinket, adodik a

(10.4)

10.2. tétel. Egy tisztan feloszto-kirové rendszerben a rendszerfiiggoségi hanyados
egyenl6 a nyugdijjogosultsagi hanyados és a demografiai tiiggoségi hanyados szorzatanak
és a munkarészvételi hanyadnak az aranyaval:

p=-=p". (10.5)

Széban: minél tobb nyugdijaskorid jut egy munkaképesre, minél kisebb a dolgozok
aranya a munkaképesekhez képest, és minél nagyobb a nyugdijasok aranya a nyugdijaskort-
akhoz képest, annal nagyobb a rendszerfliigg6ségi hanyados.

A tovéabbi elemzéshez vezessiik be a kdvetkezé mutatokat! Nettd/bruttd bér hanyadosa:
Y = v/u, GDP: Y, egy dolgozdra juté GDP: y =Y /M, nettobér-hatékonysdg: n, = y/v
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— ez az egy fére juté GDP és az dtlag nettdé bér aranyat mutatja. A hagyomaéanyos
elemzésben a nyugdijkiadasok GDP-hanyada kiemelkedo szerepet jatszik. Ennek értéke a
nyugdijjogosultsag kiterjesztésével és a bérhez viszonyitott értéke emelkedésével nétt, de
orszagonként ma is eltér6. Az angolszasz orszagokban (Egyesiilt Allamok, Nagy-Britannia
stb.) alacsony, 5% koriili (ott magannyugdijak egészitik ki a jobb méduak tb-nyugdijat,
vO. 11.1. téblazat). Az eurdpai orszagok zomében (Németorszdgban, de hazankban is)
10% kortli, de szélsOséges esetekben akar 15%-ot is elérheti (Olaszorszag).

Az el6z6h6z hasonlé médon kifejezhetd a nyugdijkiadds ardnya a GDP-ben, ha fel-

bontjuk a
Pb

Vs (10.6)

kifejezést:

10.3. tétel. A nyugdijkiadas GDP-hanyada egyenlé a rendszerfiiggoségi hanyados
és az atlagos netto helyettesitési arany szorzatanak, valamint a nettobér-hatékonysagnak
a hanyadosaval:

B _pw
Y n’

Széban: minél tobb nyugdijas jut egy dolgozdra, minél jobban pdtolja a nyugdij a
kiesO keresetet, és minél kisebb a bérek részesedése az egy lakosra jutd Ossztermékbol,
annal nagyobb a nyugdijkiadds GDP-hez viszonyitott értéke.

A 10.1. tédblazat a magyar gazdasag nettd kereseti adatain szemlélteti a fentieket, a 20.
szézad utols6 harmadénak néhény évére (nincsenek frissebb Gsszehasonlithaté adataim).

ahol Yo = VY. (10.7)

10.1. tablazat. Nyugdijak a magyar gazdasagban 1970-1996, %

Ev Nyugdij- | Jogosult- | Idoskori | Nettd Részvétel | Netto
kiadasi sag fliggbség | helyette- bérhaté-
sités konysag
100B/Y | 100¢ 100p 100y, 100p 1007y
1970 3,5 66,7 38,7 37,5 91,2 305,1
1975 5,0 82,1 37,3 45,4 87,8 315,1
1980 6,9 93,0 38,2 54,7 87,3 320,1
1985 7,9 100,0 40,4 61,2 86,9 358,7
1990 8,8 109,9 41,8 66,2 86,4 398,4
1994 10,0 115,6 41,1 59,5 65,8 430,2
1996 8,9 119,2 40,7 58,9 64,0 504,5

Lathatjuk, hogy 1970 és 1996 kozott milyen gyorsan nétt a nyugdijjogosultsag: 67-rol
119%-ra; és milyen gyorsan csokkent a munkarészvételi hdnyad: 91%-r6l 64%-ra. (Az els
folyamat egyrészt biztositotta a tarsadalmi békét az atalakulas soran, ugyanakkor aldasta
a nyugdijrendszer hosszi téavi fenntarthatésagat.) Vegyiik észre, milyen latvéanyosan nétt
a netto keresethez viszonyitott nyugdij 1970 és 1990 kozott: 37,5%-1dl 66,2%-ra. Ismerve,
hogy a nyugdijak szorasa még a keresetek szorasanal is joval kisebb volt, a szampar azt
mutatja, hogy jelentosen csokkent az idéskori szegénység: a nyugdijas nem szorult ra a
gyermekei filléreire, sot, 6 tudott segiteni gyermekeinek. Vegyiik figyelembe azonban a
tablazat utolsé oszlopat, ahonnan leolvashatd, milyen mértékben maradt el az atlagos
nettd kereset az egy lakosra jutd termeléstol — részben a jarulék-elkeriilés miatt.

10.1. feladat. Ellenérizze sajat szamitégépes programmal a 10.1. téblazat B/Y
oszlopat!
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10.2. A tb-nyugdijrendszer mikrookonomiaja

Ebben az alfejezetben a tb-nyugdijrendszer mikrookonémiajat vizsgaljuk. Eloszor a ru-
galmas korhatart modellezziik, majd a jovedelemfiiggé élettartamot vizsgéljuk.

Rugalmas korhatar

Megismételjiik a 9. fejezetben bevezetett jeloléseinket. Legyen () a munkaba 1épés kora,
R a nyugdijba vonulds kora és D a halalozas kora: 0 < Q < R < D, valés szamok.
Ha eltekintiink az inflaciétél (mértékérdl lasd késébb a 12.1. tabldzatot) és az inflacidt
kiszliré redlkeresetek, illetve a redlnyugdijak emelkedésétol, akkor az u bruttd kereset és
az eszmei szamlan alapuld b nyugdij kozott a kovetkezo osszefiiggés all fonn:

(D~ R)(R) = Tu- (R — Q). (10.8)

(A szorzéjelet most azért tettiik ki, hogy vildgossa tegylik: nem fiiggvényrdl van sz6.)
Valéban, a dolgozé R — @) évig fizet évente Tu jarulékot (életpalya-befizetés), mig a
nyugdijas D — R éven keresztiil kap évi b(R) nyugdijat (életpalya-nyugdij). Ezért az
eszmei szamlas nyugdij a kovetkezoképp flige a nyugdijba vonulas koratdl:

Tu- (R-Q)
D-R

ahol R, a minimdlis nyugdijkorhatar.

Léthato, hogy a fiiggvény egy hiperbola, két széls6 értéke b(Ry,) = by, és b(D) =
oo. Derivalassal elegans képletet adunk a b(R) fiiggvény szazalékos emelkedésérdl, de a
beavatatlan Olvasé rogton a 10.2. tablazatra ugorhat. Mindenekel6tt bevezetjiik az x(t)
fiiggvény relativ vdltozdsi sebességét:

b(R) = Rn<Q<D, (10.9)

(10.10)

Igaz a
10.4.% tétel. a) A fiiggvény relativ valtozasi sebességét logaritmikus derivaltja adja:

dx(t)  dlogx(t)
w(t)dt —  dt

b) Az y(t)/=(t) hanyadosfiiggvény relativ valtozasi sebessége a szamlalo és a nevezé relativ
valtozasi sebességének a kiilonbsége:
dly(t)/=(0)] _ dy(t) _ d=()

ly(t)/z®)]dt — y(t)dt  z(t)dt’
Bizonyitas. a) El6szor véazoljuk, hogy a természetes alapu log z fiiggvény derivaltja
1/z. Felirjuk a megfelel kiilonbségi hanyadost, és forditott iranyban felhasznéljuk, hogy
a hanyados logaritmusa = szamlal6 logaritmusa — nevezé logaritmusa:

log(z + h) —logz  log(1+h/x) log(l+h/x)

h zh/z h/x

1
e
A 6.1. segédtétel kovetkezményében mar lattuk, hogy log(1l 4+ u) ~ u, ha u ~ 0. Mivel

kis h-ra h/z is kicsiny, a kiillonbségi hanyados kozelitéleg 1/z, stb.
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Innen az Gsszetett log z(t) fiiggvény derivaltja log = f és x = g szereposztdsban a

df _ df dg
dt  dgdt

lancszabaly szerint éppen a bizonyitandd egyenloség bal oldala.
b) Mivel log[y(t)/z(t)] = logy(t) —log z(t), ezért a) dsszefiiggést oda-vissza alkalmazva

) = S os(u(0)/2(1) = 5 lowy(0) — o a(t) = S — S0

Ezt alkalmazva (10.9)-re t = R, y = R — Q és © = D — R szereposztasban, ad6dik a

Kovetkezmény*. Az eszmei szdmla esetén a nyugdij—nyugdijéletkor-fiigguény re-
lativ vdltozasi sebessége a munkdban és a nyugdijban toltott iddszakok hosszdnak reciprok
088zege:

dbv(R) 1 1
WR)ME R—-Q D—-R

(10.11)

A 10.2. tablazat numerikusan szemlélteti a nyugdij novekedését a nyugdijba vonuldsi
kor novekedésekor. Q@ = 24, D = 80 év, v = 1, u = 1,5 és 7 = 0,22. De (10.11)-bél
szamitégép nélkil is lathato, hogy példaul az altaldnos korhatar R = 64 évnél az éves
jutalom 0,025 + 0,0625 = 0,0875 — a masodik érték az in. bonusz — jol kozeliti a szokasos
értékeket.

10.2. téblazat. Nyugdij/netté bér a nyugdijba vonuldsi kor fiiggvényében

Nyugdijba Nyugdij/netté bér | Szazalékos
vonulasi kor novekedés

R b(R) b'(R)/b(R)
62 0,697 -

63 0,757 0,087

64 0,825 0,090

65 0,902 0,093

66 0,990 0,098

A gyakorlatban azonban (10.9)-ben nem az egyedi, hanem az dtlagos varhaté élettar-
tam szerepel: ED, azaz az eszmei szamla szerint

ru- (R=Q)

ahol R < ED. (10.12)
A gondolatmenetben azonban még igy is marad egy elhanyagolas: a vélasztott életkor
nemcsak a munkaszeretettol fiigg, hanem az egészségi dllapottol is. Ismert, bar nem eléggé,
hogy normalis nyugdijrendszerben minél késébb megy nyugdijba valaki, annal tovabb él.
(Magyardzat: ha valaki egészséges, akkor szivesen tovabb dolgozik, és egyébként sokaig
él.) Ezért (10.12) helyett tompitottabb nyugdijszabalyt kell alkalmazni: a (10.12) altal
sugalltnél kevésbé kell jutalmazni a késobb nyugdijba vonuldkat.
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10.2. feladat. Legyen 2N(D, R) az D élettartamu dolgozdk életpélya-befizetéseinek
és eszmei szamla kifizetéseinek az egyenlege:

MND,R) =71u-(R—Q)—W(R)(D — R). (10.13)

a) Igazoljuk, hogy az eszmei nyugdijszamla esetén zN(D, R) = bN(R)(ED — D)!

b) Tegyiik fol, hogy két tipus van, a varhatéan rovid, illetve hosszu életii: D; < ED <
D5, f1 és fy valészintiséggel és Q < Ry < Rs. Igazoljuk, hogy a varhato életpalya-egyenleg
negativ:

EzN < 0!

Jovedelemtol fiiggo élettartam

Maés dimenzié tarul fol, ha feltessziik, hogy a dolgozdék azonos korban mennek nyugdijba,
de az ekkor varhaté élettartamuk meredeken névekvé fiiggvénye az életpalya-keresetnek.
Erre vonatkozik a 10.3. téblazat, ahol novekvé nyugdij szerint négy negyedre osztjuk
a 2012-ben elhunyt magyar férfi nyugdijasokat, és 100-nak vessziik utolsé évi atlagos
nyugdijukat. Példaul a legszegényebb férfi nyugdijas negyed (az dtlagnyugdij 62%-abdl)
csak 17 évet él, mig a leggazdagabb negyed (az atlagnyugdij 152%-abdl) 21 évet.

10.3. tablazat. Nyugdij és a 60 évesen varhato élettartam, magyar férfiak, 2012

Nyugdijosztély Relativ nyugdij Varhaté élettartam (év)
i b; T;

1 61,9 171

9 81,1 18,3

3 105,0 19,5

4 152,0 21,1

Atlag 100 19,0

A tovabbi szamolas leegyszertisitése kedvéért tegyiik fol, hogy a dolgozdk életpalya-
keresete kortdl fliggetlen, de egymastol eltér. Eltekintiink attél, hogy minden tb-nyugdij-
rendszerben jovedelem-ujraelosztas megy végbe a férfiaktol a nokhoz. A dolgozdk azonos
korban mennek nyugdijba, és az ekkor varhaté élettartamuk novekvo fliggvénye a kere-
setnek. Legyen egy adott dolgozdi tipus brutté életpalya-keresete u > 0, k6zos munkaba
1épési koruk @), nyugdijazasi koruk R, és nyugdijba vonuldskor varhaté élettartamuk
e(u) = E(D|u) — R, az 0Osszes dolgozdra vetitett varhaté értéke e. Ha a jarulékkulcs
7, akkor most is érvényes a 10.1. feladatban bevezetett, de a bruttokeresettel aranyos
életpalya-egyenleg:

2(u, R) =1u- (R — Q) — b(u, R)e(u). (10.13")

Két ok miatt médositani kell az N fels6 indexszel jelolt hagyoméanyos eszmei szamlat
[(10.12)], (i) jelolni kell a keresetek hatasat:

bN(u,R) _ U - (R_Q)7

e

(10.14)

és (ii) a keletkez6 dtlaghidnyt elkeriilendé, egységesen v > 0 tényezével szorozzuk be és
A fels6 indexszel kiillonboztetjiikk meg N-t6l:

b* (u, R) = M, (10.15A)
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10.3. feladat. a) Igazoljuk, hogy a korrekcids tényez6 egyensulyi értéke
A 10.16A
" ()] HO-164)
b) Arényosnak véve a nyugdijakat és a brutté kereseteket, szamitsuk ki a korrekeids
tényezo6 értékét a 10.3. tablazat adataivall

A kovetkezd (10.6.) tétel segitségével igazolni fogjuk, hogy Efue(u)] > 1, azaz v* < 1.
A tétel n > 1 taghdl 4ll6, pozitiv elemi és szigorian novekvo sorozatparra vonatkozik:

0<a; <ag<---<ay és 0<b <by<---<by. (10.17)

10.6. tétel. (Csebisev OsszegegyenlStlensége, 1882). A (10.17) feltevés mellett
igaz, hogy a kéttényezos szorzatok szamtani kézepe nagyobb, mint a két szamtani kozép

szorzata:
n

1 ¢ 1 1
- ibi > | = il =) bif. 10.18

A bizonyitashoz sziikség lesz egy segédtételre, némileg altalanosabb alakban megfogal-
mazva az egyenl6tlenséget. Legyen j; az (1,...,n) szdmok permutacidja, azaz (1,...,n)
szamok sorrendjének valamilyen megvaltoztatasa. (Példaul ha teljesen megforditjuk az
eredeti sorrendet, akkor j; =n —i+1.)

10.1. segédtétel. (10.17) esetén
Z a;b; > Z aibjl.,
i=1 i=1
ahol a (j;) permutdcidban legaldbb egqy szdm helyet vdlt.
Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy példaul j; = 2 és jo = 1. Ekkor igaz, hogy
a1b1 + U,ng > a1b2 + agbl, mert (CLl — ag)(bl — bg) > 0.

Megismételve az eljarast, a jobb oldal egészen addig novekszik, amig el nem tiinnek a
cserék. 0

A tétel bizonyitasa. Bevezetve az a,,.; = a; és a b,,; = b; jeloléspart, és kihasznalva
a két sorozat monotonitasat, a segédtétel miatt igaz a kovetkezo egy egyenloség és n — 1

egyenlotlenség:
Z aib; = Z aib;,
i=1

i=1

n n

E a;b; > E aibii1,
=1 =1

n n

E a;b; > E aibi+n—1-
=1 =1

Osszeadva az egyenletet és az egyenlStlenségeket, a kapott egyenlStlenség jobb oldaldn
minden a;b; szorzat pontosan egyszer jelenik meg. Elosztva mindkét oldalt 1/n’-tel,
adddik (10.18). OJ

A (10.17) feltevés titkorképe a kovetkezd: (a;) szigorian névekvo és (b;) szigortan
csokkend sorozat:

O<ar<ag <---<ay és by >by>--->0b, >0. (10.19)
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Kovetkezmény. (10.19) esetén a kéttényezds szorzatok szimtani kézepe kisebb,
mint a szamtani kozepek szorzata:

=1

10.4. feladat. A (10.18) egyenl6tlenségnek van egy tréfas valtozata. Képzeljik el,

hogy
500, 1000, 2000, 5000, 10000, 20000

forintos bankjegyek vannak kirakva egy asztalra, 6 homogén oszlopba. R&d van bizva,
hogy melyik oszlopbdl veszel ki 1 -et, 2-t, 3-at, 4-et, 5-0t és 6-ot. Mikor kapod a legnagyobb
osszeget? (Es a legkisebbet?)

Végiil egy varatlan kovetkezmény, amely a 16. fejezetben még kozponti szerepet kap:

Kovetkezmény. n pozitiv szam szamtani kozepe legfeljebb akkora, mint a négyzetes
kozeprik:
G+t Jaittag
n B n

: (10.21)

és eqyenloséq csak akkor dall, ha mind az n szam egyenlo.

Bizonyitas. Rendezziik az a; szdmokat novekvo sorrendbe, és legyen b; = a,;. Ekkor
(10.18), illetve gyengitése (szigoru egyenlétlenség helyett egyenlétlenség/egyenléség) adja
(10.21)-et. 0

Megjegyezziik, hogy a kovetkezmény speciélis esete a 3.5. tétel (Jensen-egyenlStlenség)

tiikorképének, amikor f(z) szigorian konvex, nevezetesen f(z) = 2.
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11. Onkéntes nyugdijrendszerek

Tobbféle szempontbdl lehet a nyugdijrendszereket osztalyozni, itt az in. pilléreket kiilon-
boztetjik meg: 1. a kotelezé tb-pillért, 2. a kotelezdé maganpillért és 3. az onkéntes
maganpillért. Kicsit részletesebben: 1. A kotelezd tb-pillérben (v6. 10. fejezet) a min-
denkori dolgozok jarulékot fizetnek a mindenkori nyugdijasok részére, s cserében majd 6k
is nyugdijat kapnak az akkori dolgozdktdl. 2. A kotelezdé maganpillérben a kormanyzat
altal kialakitott keretekben a dolgozdk sajat maguk részére vagyont halmoznak fol, ame-
lyet idéskorukban fokozatosan vagy egyben felélnek. 3. Az onkéntes maganpillér abban
kiilonbozik kotelezd tarsatol, hogy a részvétel onkéntes, cserében viszont az allam altal
tamogatott. Ebben a konyvben fontossaga miatt altalaban a tb-nyugdijrendszert mo-
dellezziik, de most érdekességként kitekintiink az onkéntes magannyugdij-rendszerekre is
(mikdzben kihagyjuk a kotelez6 magannyugdij-rendszert).

Tajékoztatasul a 11.1. tablazatban bemutatunk négy orszagot, ahol a harom pillér
silya jelent6sen kiilonboz6. A szamok csak hozzavetOlegesek, és a 2. magyar pillér
gyakorlatilag mar halott (2010-ben még a dolgozdk 75%-a vett részt benne), s ellentétben
Svajccal vagy Hollandiaval, a kotelezo rendszer az Egyestilt Allamokban csak a jobban
fizetett szakmékra terjed ki. Tovabbi probléma, hogy az onkéntes pillérben kicsi az évente
rendszeresen befizeték aranya.

11.1. tébldzat. Pillérek stlya és elterjedtsége négy orszagban, 2012 koril, %

Kotelezo th Kotelez6 magan Onkéntes magan
Orszag részvétel | jarulék- | részvétel | jarulék- | részvétel | jarulék-
kulcs kules kulcs
Egyesiilt Allamok 100 12 50 9 17 3
Németorszag 100 20 0 0 15 4
Csehorszag 100 28 0 0 50 3
Magyarorszag 100 34 3 0 35 4

Ugyancsak megemlitjiik, hogy Magyarorszagon jelenleg harom onkéntes rendszer is
miikodik (félrevezetd elnevezéssel: az 6nkéntes nyugdijrendszer, a nyugdij-el6takarékossagi
szamla és a nyugdijbiztositds), de egytittes silyuk is jelentéktelen. El6zetes adatok szerint
2018-ban 710 ezer 6 kb. 140 mrd Ft-ot fizetett be, s ez utan 28 mrd Ft adékedvezményt
vettek fel. (Osszehasonlitésként, a 2.3. tablazatbol kiolvashato, hogy a kotelez6 nyugdij-
jarulék abban az évben 3263 mrd Ft volt.) Ez egy személyre atlagosan 36 eFt, holott
a maximum 280 eFt — az atlagos kihasznalds csupdan 13%. Ha a mindjart elemzendd
modellt szamszertisitenénk, és karikatiuraszertien feltennénk, hogy a tényleges részvevok
maximalisan igénybe veszik a rendszert, akkor kb. 100 ezer tag lenne, és a maximélis
tamogatast minden magyar dolgozo fizetné.

A fejezet szerkezete a kovetkezd. A 11.1. alfejezetben elérelatd dolgozok onkéntes,
de tamogatott megtakaritassal élhetnek. A 11.2. alfejezetben bevezetjiik a rovidlatokat,
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akiket passzivitasuk miatt az elérelatok egyszertien kihasznalnak. A 11.3. alfejezetben
azonban a rovidlatok aktivizalodnak, emiatt a torz jovedelem-tjraelosztas gyengiil.

11.1. Elorelaté  dolgozék  tamogatott megtakaritasa
(nincs tb-nyugdij)

Ebben az alfejezetben a dolgozok elérelatok, de mas szempontbol modositjuk az 5.3. alfe-
jezet életciklus modelljét: a) feltessziik, hogy a hagyoményos megtakaritdst a korményzat
tamogatja, és b) eltekintiink a kamattél. Megmutatjuk, hogy a tdmogatast olyan adé fe-
dezi, amelyet hozzaadva a tamogatott megtakaritdshoz, a tamogatas nélkiili megtakaritas
adodik — azaz a tamogatas semleges, inkabb a restség lekiizdésére szolgdld eszkoz.

Egyszertisitésként stacionarius népességet feltételeziink, s a gyermekek fogyasztasat
elhanyagoljuk. Minden évben S dolgozé és T nyugdijas évijarat él egytitt, S és T pozitiv
egész szam. () = 0 miatt felnétt években szamolunk. Minden évjaratnak gyakorlatilag
végtelen sok tagja van, s igy a tagok egyéni dontéseinek nincs hatésa a rendszer egészére.
Statikus modelliinkben a keresetek és a nyugdijak idétlenek és kortalanok: a brutto kereset
egységnyi, és nincs szja.

Most nem a nyugdijas élettartamnak a munkaban toltott idoszakhoz mért aranyara
(p = T/S-re), hanem annak reciprokéra lesz sziikségiink, az tn. eltartéi ardnyra:

=—. 11.1

n= (11.1)

A fogyasztasi egyenletpar felirasahoz be kell vezetni az onkéntes megtakaritast: s >

0. A dolgoz6 minden forintnyi onkéntes megtakaritasat a kormanyzat o > 0 forintnyi
tamogatassal egésziti ki — ez a tdmogatdsi kulcs. Ellentétben az irodalom zémével, mi
explicite modellezziik e tdmogatds addvonzatat: 6 > 0 az eszmei (a valésigban nem

1étez6) kiilénado (kulcsa):
0 = as. (11.2)

Stacionaritasi feltevésiink miatt nagyon egyszerti a fiatal- és az id6skori éves fogyasztasi
par:
c=1—-0-s, d=n(l+a)s. (11.3)
Széban: fiatalkori éves fogyasztas = brutté bér — kiilonadé — megtakaritds, idéskori éves
fogyasztds = eltartéi ardny x (megtakaritds+tamogatas). (Mivel S év alatt S(1 + «a)s)
vagyon halmozddott fol, ezt T évre egyenletesen elosztva, S(1+4«)s/T fogyasztas adddik.)
Egyelore feltessziik, hogy minden évben minden dolgozé eloreldto, s ezért annyit takarit
meg, hogy tervezett fogyasztasi palyajat kisimitsa, azaz egyenlévé teszi fiatal- és idéskori
fogyasztasat (v6. (5.6)-beli Leontief-féle hasznossdgfiiggvény):
1—-46

1—-0—s=n(l+a)s, ezért, = 11.4
nl+a) L+l +a) (11.4)

Behelyettesitve (11.4b)-t (11.2)-be, egy implicit egyenletet kapunk az egyenstlyi adékulesra:

1-0

0=as=a———.
“ Q1+nﬂ+a)

Innen adédik az egyensulyi 62 addkules és az optimalis s onkéntes megtakaritas.
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11.1. tétel. Elorelato dolgozok tamogatott megtakaritasi modelljében az egyenstilyi

addkulcs
«

00 = Ty > 0. (11.5)

Ekkor egy dolgozo optimalis megtakaritasa

o _ L 0 11.6
T Axpita) (11.6)

Kovetkezmény.  (Semlegesség.) Eléreldts dolgozok esetén egy dolgozd addjinak és
optimalis megtakaritasanak osszege fuggetlen a tamogatast kulcstol:

0° o 1 o
+ s = —=35;.
« @ 1 0

Megjegyzés. Mivel az add és a megtakaritas osszege fiiggetlen a tamogatasi kulcstol,
ezért elorelatd dolgozdk esetén a tamogatasra valdjaban nincs sziikség.

11.1. feladat. Szamoljuk ki kézzel a (11.5)-beli egyenstilyi addékulcsot az S = 40 és
T =20, a = 1 esetre!

11.2. Passziv rovidlaté dolgozdk (van tb-nyugdij)

Most az eldérelatok mellé bevezetjiik a rovidlaté dolgozokat, akik elhanyagoljak az idoskori
igényeiket, ezért — az onkéntes rendszer mellett — a kormanyzat mindenkinek kotelezo tb-
nyugdijrendszert is miikodtet. Minden dolgozd egységnyi keresetébdl minden évben 7 > 0
kotelezo nyugdijjarulékot fizet.

Feltéve, hogy a nyugdijba vonulé évjaratok minden tagja minden évben b nagysagu
kotelez6 nyugdijat kap, e nyugdij képlete (10.9) miatt

ST

b
T

=nT. (11.7)
Onkéntes megtakaritas hianyaban a fogyasztéi palya akkor lenne sima, ha a nettd kereset
és a nyugdij egyenld lenne, azaz egységnyi brutté keresettel szamolva, 1 —7 = b. (11.7)-et
behelyettesitve adodik a simité mazrimdlis jarulékkulcs:

1
T=—) 11.8
1+n ( )

s ez (specialis feltevéseink mellett) megegyezik a 11.1. tétel kovetkezményében szerepld
értékkel, a nulla tamogatds melletti megtakaritassal: sg = 7.

A dolgozdk jelentOs része nem szivesen fizet nagy kotelezo nyugdijjarulékot, ezért a
kormanyzat a maximalis érték alatt tartja a jarulékot: 7 < 7. Kiindulépontunk: még az
azonos kereset ellenére is kiilonboz6 a dolgozék megtakaritasi hajlandésaga. Feltessziik,
hogy csak két tipus létezik: rovidlaté (L) és elorelatéd (H); sulyuk fr, fu > 06s fo+fu = 1.
A megtakaritasok csak a tipustol fiiggnek: sy, és sy. Elhagyva az « alsé indexet, igaz a
kovetkezo addegyenlet:

0= O[(fLSL -+ fHSH) (119)
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Ebben az alfejezetben a rovidlaté dolgozd passziv, onként semmit sem takarit meg: sy, = 0.
Az elérelaté dolgozo viszont a jovedelempalyat kisimitando, a kotelezé nyugdijjarulékon
tal onkéntesen megtakarit: sy > 0. Ekkor a két tipus fiatal- és idoskori fogyasztési
egyenletei definicio szerint rendre

c,=1—-71-0, dy, =nt (11.10L)

és

cu=1—7—0— sy, dg = n[t + (1 + a)sul. (11.10H)
Széban: a (11.3)-beli fiatalkori fogyasztdsbdl levonddik még a nyugdijjarulék, az id6skori-
hoz viszont hozzdadddik a nyugdij.

Figyelembe véve a kotelezd nyugdijrendszer 1étét, megismételjiik a 11.1. alfejezet gon-
dolatmenetét. Feltessziik, hogy minden évben a H-tipusi dolgozé annyit takarit meg,
hogy tervezett fogyasztasi palydjat kisimitsa, azaz egyenlové teszi fiatal- és idéskori fo-
gyasztéasat, felhasznalva (11.10H)-t:

1—-(1+n)T-0
l+n(l+a)

1—7—0—sg=n[r+ (14 a)sul, ezért sy = (11.11)
Behelyettesitve (11.11b)-t (mésodik képlet) és s, = 0-t (11.9)-be, egy implicit egyenletet
kapunk az egyensilyi addkulcsra:

x —0

— X~ ahol =1—(1+n)7T>0.
1+ n(l+a) X (L4 m)7

0 = afusn = afu
Itt x mutatja a kotelezd nyugdijrendszer altal az onkéntes megtakaritasra hagyott rést
(v6. (11.8) és a 7 < T feltevés). Innen addédik az 1j egyensiilyi 6° addkules és az 6nkéntes
optimalis sp; megtakaritas.

11.2. tétel. A passziv rovidlato dolgozok modelljében a kormanyzat a nyugdijjaru-
lék- és tamogatasi kulcs mellett a kévetkezs adokulcsot valasztja:

o_ ax fu
1+n(l+a)+afu

> 0. (11.12)

Ekkor az elérelato és a passziv dolgozo optimalis megtakaritasa rendre

X ,
o= >0 ?=0. 11.13
°H I1+n(1+4+a)+afu e °L ( )

Megjegyzések. 1. Ebben a modellben az onkéntes nyugdijrendszer egyszertien jove-
delmet csoportosit at a rovidlatoktol az elorelatoknak. Minél nagyobb az o tdmogatasi
kulcs, annal nagyobb a perverz jraelosztas: a tiicsok altal a hangyanak a kiilonadéba
csomagolt kiilon jovedelme.

2. Még ezek a képletek is bonyolultak, s az egyes paraméterek hatasa tavolrél sem
vilagos. A tisztazast szolgdlja a

11.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a passziv rovidlatok jelenléte csokkenti a (11.12)-
beli egyensulyi addkulcsot!

A folytatashoz tovabbi mennyiségekre lesz sziikségiink. A munkaban toltott évek
aranya a felnott élettartamhoz képest
_ S
CSHT o+l

p
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Az L-(rovidlato) és a H-(elérelatd) tipus atlagos életpélya-fogyasztésa rendre
e, = peL + (1= p)dr = p(1 — fut°/fu)  é  ca=du=p(1+ fL0°/fu),

Szeretnénk mérni a révidlatok fogyasztasi palyajanak egyenetlenségét, s ezért beve-
zetiink egy fontos valdsziniiség-szamitési fogalmat, a szordst (vo. kés6bbi 16.2. alfejezet).
amely a varhaté érték koriili ingadozas mértéke. A rendszer egyenetlenségét /egyenlStlen-
ségét két (belso és kiils6) szordssal jellemezziik: a belso (I index) az egyenetlen L-fogyasztasi
pélyak szérasa, a kiils6 (E index) pedig az életpélydk atlagos fogyasztasanak szdérasa:

of = fulpler —en)® + (L —p)(dL —eL)’] & op = fulen — p)* + fuleu — p)*.

A megértést elGsegitendd, a 11.2. tablazatban numerikusan szemléltetjiik eredményein-
ket. S =40, T =20 év, 7 = 0,2. Ot tamogatasi kulcsot modelleziink 0 és 1 kozott, és a
népességben haromszor tobb rovidlaté van, mint eldrelatd: fi, = 3/4 és fy = 1/4. Ahogy
az o tdmogatasi kulcs 0-rél 1-re novekszik, ugy csokken L atlagfogyasztasa, ¢f = 0,667-r6l
0,654-re. A késObbi Osszehasonlitas kedvéért: a kiils6é szoras 0-rol 0,022-re novekszik; mig
a belso alig csokken, és 0,16 koriil marad.

11.2. téblazat. Péalydk kotelezd és onkéntes nyugdij esetén: passziv rovidlatéak (L)

esete.
Rovidlaté

Tamo- | Adé- El6ére- | dolgozo | nyug- | atlagos | Belso Kiilso
gatasi | kulcs laté dijas
kulcs

fogyasztas SzOTas
o 0° cy = dy| cf, dp e} oy oR
0,00 0,000 0,667 0,800 0,4 0,667 0,163 0,000
0,25 0,007 0,681 0,793 0,4 0,662 0,160 0,008
0,50 0,012 0,691 0,788 0,4 0,659 0,159 0,014
0,75 0,016 0,699 0,784 0,4 0,656 0,157 0,018
1,00 0,019 0,705 0,781 0,4 0,654 0,156 0,022

11.3. Aktiv rovidlaté dolgozék

Ellentétben a 11.2. alfejezettel, most feladjuk a rovidlaté dolgozok passzivitasat; mérsékelt
akaraterot és értelmet tulajdonitunk L-nek.

Modelliinkben minden L-tipusi dolgozé naivan felteszi, hogy csak 6 rovidlato, tehat
az elérelatok (ald)becsiilt megtakaritdsa §, ezért addegyenlegiik 6 = a8, azaz § = 0/a.
o) lelkileg képtelen ennyit félretenni, de adott ~ relativ megtakaritdsi hajlandésdg esetén
(0 < v <1) a becsiilt megtakaritas y-szorosara hajlandé:

6
L= (11.14)

Megtartva az eldrelaték (11.11) megtakaritasi egyenletét, s;, megjelenése miatt a (11.9)
mérlegegyenlet modosul:
x—0

0 = 0 s
vfu +OéfH1—|—77(1+04)

(11.15)
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Rovid kitérét tesziink: ha a heurisztikus (11.14) megtakaritasi egyenlet helyett leszami-
tolt hasznossdgu fogyasztast feltételeznénk (vo. 5.3. alfejezet), akkor (11.15) helyett
egy joval bonyolultabb egyenletet kapnéank. Valéban, legyen § € (0,1) a leszamitoldsi
egyiitthatd, ekkor a rovidlatok optimalitasi feltétele

1—0

1—60—s,=n(l+a)s./o, ezért sy = a5 (11.4L)

A teljesség kedvéért (11.4)-et felirjuk H-ra:

1-46
1—60—sg=n(l+a)sy, ezért sf=—""-—. 11.4H
(11.4L)-t és (11.4H)-t behelyettesitve a (11.9) mérlegegyenletbe, tilzottan bonyolult egyen-
letet kapnank:

o= af— X" 5 taf X —0 (11.15)

"1+l +a) "+l +a)
Visszatérve a heurisztikus (11.14) szabalyhoz, adédik a

11.3. tétel. Aktiv rovidlato dolgozok esetén az allandosult allapotbeli adokulcs, H-
és L-megtakaritas rendre

6 = O‘":fx, s, = L= fux _sz)X & 0= W:;‘X, (11.16)
ahol

Megjegyzés. Az aktiv rovidlatok esetén a (11.16)—(11.17) egyenstlyi adékulesbdl
latszik, hogy minél nagyobb a ~ relativ megtakaritasi hajlandésag, annal nagyobb a 6°
egyensilyi addkulcs, és annal kisebb a perverz tjraelosztas.

11.3. feladat. Igazoljuk, hogy ha v = 1 (maximélis relativ megtakaritdsi haj-
landésag), akkor paradox médon a rovidlatd elérelatova valik: sp = s§; és mindkét
szoras eltunik: o7 = o = 0!

A 11.3. tédblazat a « relativ megtakaritasi hajlandésag hatdsat mutatja rogzitett o = 1
tamogatasi kules esetén (az 1. sor a 11.2. tédblazat utols6 sora). Ahogy 7 0-rél fokozatosan
1-re emelkedik, az egyensulyi addkulcs 0,019-r6l 0,067-re novekszik, és mindkét tipus
fogyasztési palydja kisimul, a kiilsé szoras 0,022-r6l O-ra siillyed, a belsé pedig 0,156-r61
O-ra.
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11.3. téblazat. Palydk kotelezd és onkéntes nyugdijra: aktiv rovidlatéak (L) esete

Rovidlaté
Tamo- | Adé- El6ére- | dolgozo | nyug- | atlagos | Belso Kiilso
gatasi | kulcs latéd dijas
kulcs
fogyasztés SZOTas
¥ 6° ch =dy| &t dy e} oH OB

0,00 0,019 0,705 0,781 0,400 0,654 0,156 0,022
0,25 0,023 0,701 0,771 0,423 0,655 0,142 0,020
0,50 0,030 0,696 0,756 0,459 0,657 0,121 0,017
0,75 0,041 0,687 0,728 0,523 0,660 0,084 0,012
1,00 0,067 0,667 0,667 0,667 0,667 0,000 0,000

11.4. feladat. Programozzuk be a 11.3. tablazat szamitasat!

Osszefoglalva a fejezet mondanivaldjét: ha az 6nkéntes nyugdijrendszer kedvezményeit
csak az elérelatd dolgozok hasznaljak ki, akkor a rendszer a rovidlatok rovasara segiti
oket. A tamogatdasi rendszert gy kell megtervezni, hogy a révidlaték is minél nagyobb
mértékben hasznaljak ki a tdmogatasokat, példaul alacsony tagdijplafonnal és boséges
tamogatassal. Az 5.4. alfejezetben targyalt hiperbolikus leszamitolds tapasztalatara ala-
pozott, Thaler—Benartzi (2004)-féle Save More Tomorrow (takarits meg tébbet holnap)
program néhany véllalatnal bevélt. A lényeg: szinte észrevétleniil kell a rovidlatdkat
ravenni a részvételre. Akinek nem tetszik a program, az barmikor kiléphet. Kérdés,
hogy a nemzetkozi szakirodalomban a ndgatdk/ bokoddék néven emlitett programok széles
korben mennyire miikodnek.

Médszertani zard megjegyzés: ebben a fejezetben nagyon egyszerii helyzetet model-
leztiink, ahol idében semmi sem valtozott, és a szabdlyok nagyon egyszeriiek. Kirdly—
Simonovits (2016) azonban sokkal bonyolultabb, dinamikusan véaltozé gazdasagot mo-
dellezett, ahol a fiatalabb dolgozok az idésebbektdl tanulnak takarékoskodni (formélisan
haosnléan a 4.3. alfejezet dinamikdjahoz). Megnyugtaté volt 1atni, hogy az dgensalapi
modellek médszertanat alkalmazva, képesek voltunk bonyolult tanulasi folyamatokat ele-
mezni.
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12. Nyugdijindexalas

Dinamikus nyugdijmodellekben meg kell kiilonboztetni a kezd6 és a mar megéllapitott
nyugdijakat: az elsot az adott évben nyugdijazott allampolgarok kapjak, a masodikat az
el6z6 években nyugdijazottak. Bar az 1j nyugdijasok létszama csak toredéke az 6sszesnek,
de valamikor minden nyugdijas 4j nyugdijas volt, ezért a kezdonyugdijak fontos szerepet
jatszanak a nyugdijrendszerben.

A tb-kezdonyugdij a legtobb orszagban tobbé-kevésbé fligg a dolgozd kereseti palyajatol,
a mar megallapitott tb-nyugdij pedig az el6z6 évi nyugdijtol. Mivel a bérek és az arak
évrél évre valtoznak, tobbnyire emelkednek, hosszabb tavon a méar megallapitott tb-
nyugdijaknak is valahogyan kovetniiik kell e folyamatokat — ez a nyugdijindexalés.

A fejezet szerkezete a kovetkezo: a 12.1. alfejezet attekinti a tb-nyugdijindexalas
kérdéskorét. A 12.2. alfejezet bemutatja a bérindexalt nyugdijakat. A 12.3. alfeje-
zet modellezi a jelenlegi magyar helyzetet, az arindexalt nyugdijak atlagos helyettesitési
aranyanak dinamikégjat. A 12.4. alfejezetben vazoljuk a kombindlt indexalas modelljét.

12.1. Attekintés

A 12.1. tablazat a 2004 és 2013 kozotti Magyarorszag példdjan mutatja be a keresetek
és a tb-nyugdijak hullamzasat. A 2. és 3. oszlopban rendre a folyddras atlagos nyugdij
és az atlagos netto kereset idosora all, valamint a 4. oszlop adja a fogyasztoi drszintet.
Ez az index azt mutatja, hogy a t-edik évben egy atlagos fogyasztoi kosar megvasarlasa
hényszoroséba keriil a 2003-as évinek. Példaul a 2013-as arszint 60,8%-kal volt magasabb.
Az 5. és a 6. oszlop kozli az dllando dras atlagos nyugdij és az atlagos nettd keresetek
idGsorat, amely kisziiri az inflacié hatasat. A teljesség kedvéért felirjuk a folyé- (vastag
betiis) és az allandé dras (d6lt betiis) nyugdij és netté bér kapcsolatat:

b Bt , Vi
= — és v = —.

"R "R

Példaul a 2013-as atlagos nyugdij folyé dron 102,5 eFt/hé, 2003-as allandé aron csak
63,7 eFt/hd! Szinte minden évben valtoztak a nyugdijemelési szabédlyok, de itt ezzel a
bonyodalommal szerencsénkre nem kell foglalkoznunk.
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12.1. téblazat. Nyugdijak és nett6 keresetek, folyé és dllandé arakon (eFt/ho):

2003-2013
Folyoaras Allandé aras
Evek nyugdij netté kere-{ Fogyasztéi | nyugdij nettd kere-
set arszint set
t b, Vi P b, Vg
2003 50,4 88,8 1,000 50,4 88,8
2004 56,2 93,7 1,068 52,6 87,7
2005 63,0 103,1 1,106 57,0 93,2
2006 69,1 111,0 1,150 60,1 96,5
2007 76,3 114,3 1,242 61,4 92,0
2008 84,3 122,0 1,317 64,0 92,6
2009 83,4 1241 1,373 60,7 90,4
2010 86,4 132,6 1,440 60,0 92,1
2011 91,3 141,2 1,496 61,0 94,4
2012 96,6 1441 1,581 61,1 91,1
2013 102,5 151,1 1,608 63,7 94,0

Az egyszertiség kedvéért modelliinkben minden évjaratot egy-egy személy képvisel
(makromodell), és eltekintiink a keresetek életkortdl valo fiiggésétdl és az atlagtdl vald
eltéréstol. Tovabbi egyszeriisités: az évjaratokat megszemélyesito személyek szolgdlati és
nyugdijban toltott ideje véltozatlan.

Fenti feltevéseink mellett a kezdényugdij az adott évi keresettel ardanyos (a valésag
bonyolultabb). A mér megallapitott nyugdijak vagy a bérek vagy az arak, esetleg kettejiik
atlaga szerint nonek, s eszerint beszéliink a nyugdijak bér-, ar- és bér—ar-indexalasarol.
Mindkét tiszta indexalasi modszernek vannak elonyei és hatranyai, amelyeket a kombinalt
indexalas kiegyenlit. Magyarorszagon 1993 és 1999 kozott bér-, 2000 és 2009 kozott bér—
ar-indexalds miikodott, és azota arindexalas van érvényben.

A legtobb magyar dllampolgar nem ért egyet azzal, hogy a mar megallapitott nyugdijak
inflaciét pétlé emelése matematikailag aranyos. Szerintiik egy 30 eFt-os nyugdij 3%-os
emelése aranytalanul kicsi egy 300 eFt-os nyugdij hasonlé mértékli emeléséhez képest:
900 Ft vs. 9000 Ft. Miel6tt megmagyaraznam, hogy miért tartom ezt az emelési elvet
helyesnek, megjegyzem, hogy ma mar a nyugdijemelések vilagszerte az aranyosségi elven
alapulnak. A magyarazat: ha az emelés elott elfogadta a tarsadalom az 1:10-es aranyt,
akkor az emelés utan is el kell fogadnia — a 30,9 eFt és a 309 eFt ugyanannyi ér, mint
korabban a 30 eFt és a 300 eFt. (Itt burkoltan feltettiik, hogy az arindex fiiggetlen
a jovedelemtol.) Ha a ,kozvélekedést” kovetné az emelési szabély, és mindenki azonos
osszeget kapna emelésként, példaul az atlagos nyugdij 3%-4t, 2019-ben 4 eFt-ot, akkor
el6bb-utébb a nyugdijaranyok nagyon osszehuzodnanak — és sériilne a biztositasi jelleg.
Egyébként egy ehhez kozeli emelési szabaly jellemezte a magyar nyugdijrendszert 1968 és
1992 kozott — de nem valt be.

Mas a helyzet a bérkoveté nyugdijemelésnél. Itt nemcsak az azonos évben nyugdijba
vonulok kozti nyugdijaranyok 6rzédnek meg, hanem az egymads utani évjaratok tagjai kozti
aranyok is. Az drindexdldsndl viszont még szerény, évi 2%-os dtlagos realbér-emelkedésnél
is ugyanennyivel tagul az egymas utani évjaratok nyugdija kozti relativ rés, de a 2015 és
2018 kozotti idoszak 28%-os redlbér-novekedése az drindexélds (és az 1 éves késleltetés)
miatt 28%-os kiilonbséget okoz a 2016-0s és 2019-es nyugdijasok jaradéka kozott. Kovet-
keznek a részletek.
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12.2. Bérindexalt nyugdijak

Eves modellel dolgozunk, ahol t = 0,1, .... Az inflaciés hatdsokat eleve eltavolitjuk, mert
allando aras valtozdkkal szamolunk (lasd a 12.1. téblazat utolsé két oszlopat). Minden
évjarat képviseléje S évig dolgozik (janudrtél decemberig), és T' évig van nyugdijban, ahol
S, T természetes szamok, példaul S = 40 év és T = 20 év.
A legegyszeriibb kozelitésben (elhagyva a késleltetést és a kereseti heterogenitast)
a korabbi keresetek valorizalasanal kezddnyugdij az adott évi nettd keresettel (jele: wvy)
aranyos:
by = B, t=1,2,..., (12.1)

ahol a [ ardanyossagi szorzot jaradékszorzonak nevezzilkk. Magyarorszagon a 40 éves
szolgalati id6hoz tartozoé érték kb. 80%.

Legyen a t-edik évi redlbér novekedési egytitthatdja Gy, azaz v, = Gyv,_1. Bérindexdlt
nyugdijrendszerben a korabban megallapitott nyugdijak az adott évi bérnovekedés titemével
novekszenek. A szabatos lefrdst a (12.15) képletre halasztva kimondhaté a

12.1. tétel. A (12.1) szerinti valorizalds, a régota tarté bérindexdlas esetén a
kezdényugdijak és a mar korabban megéllapitott nyugdijak (redl)értéke — fiiggetleniil a
nyugdijazas ota eltelt idotol — azonos, azaz megkiilonboztetés nélkiil:

b= Bu, t=0,1,2,.... (12.2)

Bizonyitas. Eloszor tekintsiik azt a nyugdijast, aki a t—1-edik évben ment nyugdijba:
b;_1 = Pu;_q kezdonyugdijjal. A bérindexalds értelmében a t-edik évben a mar megallapi-
tott nyugdija

Gibi1 = Gifvi1 = Py, (12.3)

azaz megegyezik az az évi kezddnyugdijjal. Teljes indukcioval belathatd, hogy a k =
2,...,T — 1 évvel kordbban nyugdijba vonulé dolgozé t-edik évi nyugdija szintén b;. [

Ebben az egyszerii rendszerben minden nyugdijas jaradékanak a dolgozok kozos nettd
béréhez viszonyitott aranya, a jaradékszorzo [ — ezt helyettesitési aranynak is nevezik.
Mitol fligg az egyensulyi jaradékszorzé? E kérdés megvélaszolasdhoz be kell vezetni a
nyugdijjarulék-kulcsot: 7 és a szuperbrutto bért (hivatalos nevén: teljes bérkoltséget):
wy, mivel a nyugdij a nettd, a 7w, jarulék viszont a szuperbrutté keresettel aranyos.
Sziikségiink lesz még az egészsé gligyi jarulék kulcsira (amelybe a homogén linedris szja
kulcsot is beleértjiik): 6.

vy =(1—7—0)wy, T+60<1. (12.4)

Konnyen belathaté a

12.2. tétel. A bérindexalt nyugdijrendszerben az egyensiilyi jaradékszorzo

_ T _5
p= —t ahol  n= 7 (12.5)

Bizonyitas. Egy feloszto-kirové nyugdijrendszerben a teljes nyugdijkiadas és a teljes
nyugdijbevétel minden évben egyenld egymassal:

Tﬂvt = TS'U}t.

Figyelembe véve (12.4)-et:
T65(1 =1 — 0)w, = 7Swy,
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azaz (12.5) 4ll. O
Kitér6. A legtobb orszagban a jarulékok megoszlanak a dolgozdk (E) és a munkéltatok

(F) kozott, és a két bér kozé beékelddik egy harmadik, a bruttd bér, jele uy;. Mindkét

(nyugdij- és egészségiigyi) jarulékkulcsot (vesszovel jelolve) a bruttébérre vetitik:

=74 rF és 0 = 0" + 0",
és a harmas bérkapcsolat
v =(1—7% - 0%, és w; = (1475 4 0%)u,.

Széban:

a nettdo bér egyenld a brutté bér minusz a munkavéllalé nyugdij- és egészségiigyi
jaruléka (beleértve az szjat);

a teljes bérkoltség egyenld a brutté bér plusz a munkaltaté nyugdij- és egészségiigyi
jaruléka.

2018-ban Magyarorszagon a megfelelé paraméterértékek a kovetkezok voltak:

=01, 77=0,145 é& 0 =0,15+0,085=0,235; 6" =0,05;

ahol 0% elsé tagja az szja-kulcs, masodik tagja pedig az egészségiigyi jarulékkulcs.

A fenti megosztas kozgazdasagilag értelmetlen, hiszen csak a munkavallaléi és a munkal-
tatoi jarulék osszegének van értelme, de 1élektani okokbdl szinte minden orszag ezt a meg-
osztast hasznélja. A kovetkezdkben dtszamoljuk a nyugdij- és egészségiigyi jarulékkulcso-
kat brutté helyett teljes bérkoltség alapra. Mindkét jaruléktomeg valtozatlan, tehéat

TWw, = T Uy és Ow, = 0'u,.
Felhasznélva a korabbi azonossagokat, az onkényes paraméterek standardizalhatok:

" . 0" + 0"
T= es = .
L+ 7F +0F L+ 78+ 0F

Szampélda: 7 = 0,205 és 6 = 0,197; az utébbibdl az szja kulcsa 0,126.

A bérindexélt nyugdijak hazai alakuldsat (1993-1999) bemutatandd, a 12.2. téblazat-
ban felidézziik a magyar termelés (1), az 4tlagos netté bér (v,) és az atlagos nyugdij (b;)
redlértékének véltozasat, valamint az dtlagos helyettesitési ardny (jele: ;) idGsorat. Az
allandé mellékhatdsok miatt a fészabdly csak gyengén érvényesiil (v6. 1997 és 1998), de
az altaldnos helyettesitési arany 0,6 kortl ingadozik. A szereplo névekedési egytitthatdk
(rendre GDP, nett6 bér és nyugdij) definiciéja a kovetkezo:

oy =2 gr=", Gy ==

)
Yt—1 Ur—1 t—1
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12.2. tablazat. Redlkibocsatas, -bérek, -nyugdijak és aranyuk 1993-1999: bérindexalas

GDP \ Netto bér \ Nyugdij
Ev realvaltozasa Helyettesitési arany
t 100(GY — 1) | 100(GY — 1) | 100(G® — 1) | v = b;/v;
1993 0,8 -3.9 4.6 0,603
1994 3,1 7,2 4,7 0,594
1995 1,5 -12,2 -10,1 0,619
1996 0,0 -5,0 -7.9 0,593
1997 3,3 4,9 0,4 0,563
1998 4,2 3,6 6,2 0,578
1999 3,1 2,5 2,1 0,592

12.3. Arindexalt nyugdijak

Szamos orszaghan és szamos iddszakban az elvileg kielégito bérindexalés helyett drindexalas
mukodott, és ez miikodik hazankban is 2010 6ta.

Kiinduldsként legyen b; a t-edik év atlagos kezddonyugdija, de a valorizalasban most
mar figyelembe vessziik a késleltetést, ezért b, az el6z6 évi v, nettd keresettel aranyos:

b= Bu_i, t=12..., B>0. (12.6)

Ratértink a mar megéllapitott nyugdijak drindexdldsdra. Itt mar elkeriilhetetlen az
évjarati modellezés. A t-edik évben a kezdényugdij mellett ,,é1” T — 1 évjarat korabban
megallapitott, de azdta (redl)értékét megtarté nyugdija: by_1, ..., by_7y1.

12.1. példa. Bevezetésképp egy végletekig leegyszeriisitett helyzetet mutatunk be a
12.2. tablazatban. 2016 el6tt a brutté realbér mindvégig 1,5 egységnyi volt, 2016 utan
3,0 egység, a megfelel6 nettd bérek pedig 1 és 2. S = 38 és T = 20 évvel szamolva, a 2017
el6tti nyugdijak a megéllapitastol fiiggetleniil 0,8 értékiiek voltak, aztan fokozatosan az
1j nyugdijak megduplazédtak, mig 2036-ban mar minden nyugdij 1,6 értéki lett. Ennek
megfelelden a jarulékkules 2016-ban megfelez6dott, majd egyenletes mértékben 20 év alatt
visszadll az eredeti 28%-ra.

12.2. tablazat. Redlbérrobbanas, a nyugdijprofil és a jarulékkules valtozésa

Uj 1 éves |2éves | ... 19 éves
Ev Netto bér nyugdijak Jarulékkules

t vy by b1 b2 e bi_19 T

2015 1 0,8 0,8 0,8 o 0,8 28,0%
2016 2 0,8 0,8 0,8 e 0,8 14,0%
2017 2 1,6 0,8 0,8 e 0,8 14,7%
2018 2 1,6 1,6 0,8 e 0,8 15,4%
2035 2 1,6 1,6 1,6 . 0,8 27,4%
2036 2 1,6 1,6 1,6 e 1,6 28,0%

Karikaturankat meghaladva tovabbi elemzés elokészitéseként egyelore tegytik fol, hogy

a netté keresetek dllandé titemben nének (a hatvanykitevé belépése miatt a v felsdindexet
elhagyjuk):

vy = v G, G>1. (12.7)
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A 12.1. abra mutatja, hogyan csokken a mar megallapitott nyugdij helyettesitési
aranya a nyugdijban toltott évek mulasaval lassu és gyors realbér-novekedéskor, a zardjelben
szerepl6 szam a realbér-névekedés idoben allandé titeme.

12.1. 4dbra. Nyugdij az ¢életkor fiiggvényében

0,9

0,8 Sy
0,7 Pty

= 0,6 T

I 0,5 I 2

N I rwrean e o

Z 04 4 b(0) -= -
0,3 41 ——-bQ)
0,2 41 ----Db4)
0,1

0,0 F—r—————— 3>
0 5 10 15 20

Nyugdijban toltott évek

Visszatérve az idében valtozé realbér-novekedéshez, megismételjiik, hogy feltevésiink
szerint minden évben ugyanannyi egyén sziiletik, mindenki megéri a nyugdijkorhatéart és
T évig él nyugdijban, s ezalatt a nyugdija realértékben valtozatlan marad. Ezért a t-edik
év évjaratokra atlagolt nyugdija

b — by + -+ b1y
y = .
T

Megismételjiik: dtlagos helyettesitési aranynak (maskor nyugdijszinvonalnak) nevezziik

az atlagnyugdij és a netté bér hanyadosat:

(12.8)

b
n=—. (12.9)

U
Feltessziik, hogy (12.6) a 0-adik idGszak elétt is érvényesiilt, ezért a 0-adik év kezdéértékei
bo = Bv_1, b1 = Pu_y, ) bory1 = Pu_r. (12~60)
Behelyettesitve (12.6)-ot és (12.8)-at (12.9)-be:
P e R
Y =0 To,

12.2. példa. El6szor allandé redlbér-novekedési iitemre vizsgaljuk a helyettesitési
arany alakuldsat. Behelyettesitve (12.7)-et (12.10)-be, és egyszertisités utan a mértani
sorozat Osszegképletét alkalmazva, az atlagos helyettesitési arany idoben allando, és zart
alakban felirhaté:

. t=1,2,.... (12.10)

Gl+. o +GT 1-G T
y=25 =p '
T T(G-1)

Figyelem: G = 1 esetén az els6 egyenléség miatt v = B! Minél gyorsabb a bérnove-
kedés, annal inkabb elmarad a v atlagos helyettesitési arany a [ jaradékszorzotol: kis
részben a késleltetés, nagy részben a régi nyugdijak fokozatos lemaradasa miatt. Példaul
a 12.4. tabldzat szerint T' = 20 éves nyugdijtartam és 2%-os novekedési titem esetén 0,8
helyett csak v = 0,654 a helyettesitési arany.

(12.11)
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12.4. tablazat. Az atlagos helyettesitési arany fiiggése a bérnévekedés titemétol:

arindexalas
Redlbér-novekedési  utem| 0 1 2 3 4 5
100(G — 1)
Atlagos helyettesitési arany 0,800 | 0,722 | 0,654 | 0,595 | 0,544 | 0,498
Y

12.1. feladat. Szamoljuk ki sajat programmal (példaul excellel) a 12.4. tabldzatot!

Visszatériink az idében valtozo iitemi redlvaltozokra. Elészor egy elemi modszerrel
vizsgaljuk a helyettesitési ardany dinamikajat. Adott a t-edik évi atlagnyugdij és a nettd
bér redlnovekedési egyttthatdja:

Bt = G%[_?t,1 és V¢ = G:Utfl.
Behelyettesitjiik a (12.9) definiciéba a két novekedési egyenletet:

Gy
'715 - sz’l]t_:l,

s ujra felhaszndlva (12.9)-et, adddik a

12.3. tétel. Minden év atlagos helyettesitési aranya egyenlé az el6z6 év atlagos
helyettesitési aranya szorozva a nyugdijak és a netto bér novekedési egyiitthatojanak
aranyaval: )

Gy
Gy’

Ha azonban arra vagyunk kivancsiak, hogy miképp fiigg a nyugdijak novekedési iiteme
a netto bérekétol, akkor mélyebb megfontolasokra van sziikségiink.

Minden évjdratot 1 nyugdijassal képviselve, a t-edik év teljes nyugdijkiaddsa [(12.8)]

Tt = V-1

By =Tby=0b;+ -+ b1y (12.12)

Mivel
B 1=b14+ 4+ b1,

ezért az alloménycserélédést (a legidésebb nyugdijasok kihalnak, a legfiatalabb nyugdijasok
belépnek) (12.12) alapjan a kovetkez6 rekurzié irja le:

B, =b,+ Bi—1 — b,

azaz (12.8), (12.9) és (12.10) alapjdn az &tlagos helyettesitési ardnyra térve (azaz By-t
Tvy = TGyvy—1-gyel osztva)

B, B4 + th—l - Ut—T—1_

= 12.13
T’Ut TGt’Ut_l TUt ( )

Ve =

12.1. példa. (Folytatds.) Visszatériink a 12.2. tablazat szélséséges példdjahoz: to = 0
évben az addig allando egységnyi nettd realbér hirtelen megduplazdédik, s utana megint
allandé lesz. Ekkor a t-edik év kezdd nyugdija by = £, ha t < 0 és by = 2 egyébként.
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Ekkor az atmenet idején B, = 2tf+ (T —t)3, s a helyettesitési arany a megfelezett értékrél
lassan tér vissza az eredeti értékre:

4T

= — t=0,1,...,T.
Vi 2T /87 ) )

A karikaturatol a valdsag felé kozeledve, bevezetjiik a T évre halmozott, t-edik évbeli
G, = v /v,_7 bérnévekedési egyiitthat6t, amely egyben a kovetkezd év legtijabb és legrégeb-
bi nyugdijanak ardnyat adja: Gy = byyq/bi—ry1. Ekkor (12.13)-bdl adédik a

12.4. tétel. (12.6°) esetén az drindexalt nyugdijak helyettesitési ardnya egy idében

valtozo egyiitthatoju elsérendi differenciaegyenlet megoldasa:

_ 1— Gt_—ll
Ve = G, + 3 GT

(12.14)

Megjegyzés. (12.14) nem altaldnosithaté nemstacionarius népességre.

12.2. példa. (folytatas) Ujjgyakorlatként érdemes megmutatni, hogyan egyszertisodik
az atlagos helyettesitési ardny (12.14) képlete allandé redlbér-ndvekedési titemnél (12.11)-
re. Gy = G, G; = GT. Valéban, behelyettesitve a (12.14) képletbe:

1 — Gl—T

_ 7
1=t ar

A bonyolult (12.14) képletet két megjegyzéssel tessziik érthetébbé. A jobb oldal elsé
tagja képviseli a rendszer tehetetlenségét: mérsékelt realbér-novekedési titem esetén alig
valtozik az atlagos helyettesitési ardny egyik évrdl a masikra. A mésodik tag a legrégebbi
és legijabb nyugdij cserélodési hatasat mutatja, de ennek abszolut értékét a 20-szal vald
osztas eleve lecsokkenti 0,05 ala.

Mi torténik azonban, ha — mint 2016 és 2018 kozott — a bérnovekedési iitem 3 éven
keresztiil atmenetileg kiemelkedd értéket ér el? Legyen az éves novekedési egytitthatd Gy,
amely két értéket vehet fol, 1 < G, < Gy, s a nagyobbat ty — 1,tg,ty + 1-ben:

G Gn, hat<ty—1;vagyt>ty+1
"7 1 Gu, egyébként.

A numerikus szamitasokban stabil kiindulédsi helyzetet mérlegeliink, ezért feltessziik,
hogy to = 1 el6tt 2T éven keresztiil érvényes volt (12.6), s a kezdeti idészakban Gy = GL
és 71 = ¥(Gn). A 12.2. dbra a helyettesitési arany dinamikajat mutatja. Lathat6, hogy
a kezdeti 0,654 helyettesitési ardany 3 év alatt (délt szamok) meredeken zuhan 0,557-ig,
majd megfordul, és jéval lassabban (a tablazatban nem is szerepl6é évben) tér vissza a
kezdeti értékhez.
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12.2. 4dbra. Helyettesitési arany
dinamikaja

0,66 A

0,64

0,62 \

0,60 \

0,58 \

0,56 \V/

0 2 4 6 8 ’1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Ev

Helyettesitési arany

12.2. feladat. Szamoljuk ki sajat programmal (példaul excellel) a 12.2. dbrat!

Egyszerti modelliink szamszertileg és kozelitoleg megmutatta, hogyan hat egy hirtelen
tamadt redlbér-novekedés az atlagos helyettesitési ardanyra: gyors zuhanas, majd lassu
felépiilés. Ha figyelembe vennénk az itt elhanyagolt bonyodalmakat, akkor sokkal hitele-
sebb, de bonyolultabb képet kapnank, ez azonban nem célunk.

A 12.5. tablazat bemutatja a 2010 és 2018 kozott f6szabalyként érvényesiilo arindexalas
hatésat. Példaul 2018-ban az elérejelzések szerint a GDP 4, a nettd bérek 8 és a nyugdijak
csak 2%-kal nének, s emiatt az atlagos helyettesitési ardny 58,3-r6l 55,1%-ra csokken.
2020 februdrjaban méar tudjuk, hogy a tényleges GDP-novekedési titem 5% volt, s6t ez
megismétlodott 2019-ben is, s a helyettesitési ardany 0,52-ra siillyedt.

12.5. tablazat. Redlkibocsatas, -bérek, -nyugdijak és aranyuk 20102018, arindexalas

GDP \ Nettd bér \ Nyugdij Helyettesitési

Ev realvéltozasi iiteme arany
t 100(GY — 1) | 100(Gy — 1) | 100(G® — 1) | v = b /v,
2010 0,7 1,8 -0,9 0,651
2011 1,8 24 1,2 0,647
2012 -1,7 -3,4 0,1 0,670
2013 1,9 3,1 4.5 0,676
2014 3,7 3,2 3,2 0,676
2015 29 4,3 3,5 0,668
2016 2,1 7,4 1,4 0,637
2017 4,1 10,2 3,0 0,583
2018 4,0 8,0 2,0 0,551

Végil a 12.6. tablazatban sematikusan bemutatjuk, hogy miben kiilonbozik a bér- és
az arindexalt nyugdijpalya két egymas utani évjarat esetén. A tablazat bal oldali felében
a bérindexéldst (v felsé index) mutatjuk be, a 0. és az 1. id6szakban munkdba 1épé
dolgozok, majd S-edik, illetve S + 1-edik évben nyugdijba vonuld, majd S+ T-edik, illetve
S + T + 1-edik évben meghal6 nyugdijas szemszogébol. Figyeljik meg, hogy a b) = P,
képlet miatt itt csak az S-edik és az S + T-edik évi nyugdijak térnek el, a késobb sziileto

119



12 NYUGDIJINDEXALAS

még dolgozik, illetve méar nem él. A tablazat jobb oldali felében a késleltetett valorizalas
és az arindexélds (p felsé index) miatt a kordbban nyugdijba vonulék nyugdija végig
bg = Bus_1, a kés6bbieké végig by, = Bus. Ha az dtlagos redlbér jelentésen névekszik
az S-edik évben, akkor az arindexalas méltanytalanul kedvez a késobbi évjaratnak, mig
bérindexalds esetén a kiilonbség minimalis. (Pontosabb elemzésnél kiilonbséget kell tenni
BY és P kozott.)

12.6. tablazat. A bér- és az arindexalas sémadja két egymas utani évjaratra

Bérindexalas Arindexalés
Ev Induléas 0 Indulas 1 Indulas 0 Indulas 1
Bér - nyugdij| Bér - nyugdij | Bér - nyugdij| Bér - nyugdij
t v | b7(0) v | by (1) v | b7 (0) v | b7 (1)
Vo - Vo -
1 v v (2 U1
S—1 Vs—_1 Vs—_1 Vs—1 Us—1
S Bus Vs Pus_1 Vs
S+1 BUs i1 Busi1 Bus_1 Bus
S+T—-1 | Busira Busir-1 Bus_1 Bus
S+T - Busir — Bug

12.4. Kombinalt indexalas

Zarasként korvonalazzuk a kombinalt indexdldst, amely az ar- és a bérindexalas kom-
bindcidja. 2000 és 2009 kozott elvben ez a forma miikddott. Itt a nyugdijat kettos (kor
és naptari év szerinti) indexszel kell ellatni: hény éve ment nyugdijba a tulajdonosa:
k=0,1,...,T—1 és hanyadik naptari évben vagyunk: t = 0,1,.... Legyen ¢ 0 és 1 kozti
szam a bérindex sulya.

Kezd6nyugdij (valtozatlanul késleltetve):

bot = PBui_1, t=1,2,.... (12.15)
A k éve megéllapitott nyugdij:
bet = br—1.:1-1Gy, k=1,2,...,T —1. (12.16)
Atmeneti id6szak utén ismételt behelyettesitéssel adodik
bt = bou—k(Gr -+ - Gips1)' = Por—k-1(Gy - Gijg1)" = B(Gy - - Gt—k+1)L_1G:k+1Ut-

Vigyéazat: by, = bg;—1(Gy - - - Gi)*-ban csak egy tényezo szerepel!

A 12.7. tablazat kozli a redlkibocsatast, -béreket, -nyugdijakat és hanyadosukat
a 2000-2009-es id6szakban, kombinalt indexalasnal. Mivel a gyors realbér-emelkedést
rendkiviili nyugdijemelések, majd a 13. havi nyugdij fokozatos bevezetése kisérte, majd
realbér-novekedés folytatta, ezért a helyettesitési arany nemhogy nem csokkent, de még
nott is.

Valéjaban nem az esztétikus (12.16) indexalast alkalmazzak, hanem a linearizélt valtoza-
tot:

bt = br—14-1(1 + tge), ahol g =Gy — 1. (12.16")

Gyakorlatban a kiilénbség minimaélis.
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12.7. tablazat. Redlkibocsatas, -bérek, -nyugdijak és hanyadosuk 20002009, kombinalt

indexalds
GDP \ Nettd bér \ Nyugdij
Ev realvaltozasi iiteme Helyettesitési arany
t 100(GY — 1) | 100(GY — 1) | 100(G® — 1) | v = b; /v,
2000 4,2 1,5 2,6 0,591
2001 3,8 6,4 6,6 0,591
2002 4,5 13,6 9,8 0,573
2003 3,8 9,2 8,5 0,568
2004 4.9 -1,1 3,9 0,600
2005 4.4 6,3 7,9 0,611
2006 3.8 3,6 4.5 0,623
2007 0,4 4,6 0,3 0,668
2008 0,8 0,8 3.4 0,691
2009 6,6 2,3 -5,7 0,672

12.3. feladat. Foltéve, hogy G; = G > 1, a (12.11) képlet altalanositasaként vezessiik
le az atlagos helyettesitési aranyt vegyes indexalaskor:

1— G(L—l)T

S N 1!
V=i ay S

12.4. feladat. A 12.4. tédblazat szerkezetét kovetve szamoljuk ki ¢« = 1/2-re az atlagos
helyettesitési aranyt a bérnovekedési titem fiiggvényében!

A szamitassorozat végére érve felhivjuk a figyelmet az elhanyagolt tényezdkre: a
szabalyok évrol évre valtoztak. A korhatar folyamatos emelése miatt a szolgalati ido,
s ezen keresztiil a jaradékszorzo nétt, a rendszer egyenlegét a népesség oregedése ron-
totta. A kereseti kiillonbségek feler6sodése és az ezekkel korrelald varhatd élettartam
polarizalédasa elkeriilhetetlenné teszi a nyugdijszabaly tompitasat. Kérdéses a kiilonféle
hatasok ereddje.
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13. A jelzaloghitel elemi modelljei

A hitelek a gazdasagban jelentds szerepet jatszanak, és matematikai modellezésiik sem
csupan konyveloknek vald feladat. Kiilonosen nehéz probléma a hosszi tavia hitelek
(jelzélog-, didkhitelek stb.) tervezése, hiszen az évtizedekre terjedd torlesztési folyamat
soran nagyon megvaltozhat a hitelfelvevék pénziigyi helyzete: a redljovedelmek, a ka-
matlabak, és az arfolyamok. Jelzaloghitelnek nevezik a lakasvételt fedezd kolesont; ha az
adds tartésan elmarad a torlesztéssel, akkor a lakas a bank tulajdondba megy &t.

A jobb megértés érdekében egy egyszert szampéldan szemléltetjik a jelzaloghitel je-
lentéségét. Vegylink egy fiatal csaladot 2003-bdl, amelynek nettd jovedelme havi 150 eF't,
és szerény bérlakasukért 50 eFt-nyi lakbért fizetnek. Van mar 5 mFt-os megtakaritasuk,
és szeretnének felvenni 10 mF't-os jelzaloghitelt, hogy egy 15 mFt-os lakast vegyenek ma-
guknak. Ha 20 évre kamatmentes hitelt kapnénak, akkor évi 500 eFt-ot, azaz havi 41
eFt-ot kellene torlesztenitik, kicsit még kevesebbet, mint a lakbér. 2004 és 2008 kozott a
svajci frank alapu jelzaloghitel kamatmentes hitelnek tiint a magas kamatlabu forint hite-
lekhez képest, kiilonosen akkor, ha a hitelfelvevo eltekintett a tetemes kezelési koltségtol
és a fenyegeto arfolyamkockazattol. A szomoru folytatast késobb irjuk le.

Ebben a fejezetben roviden bemutatjuk a jelzaloghitel torlesztési folyamat harom leg-
egyszeriibb modelljét. A 13.1. alfejezetben a hagyomdnyos jelzdloghitelt modellezziik,
ahol a torlesztési palya tervezésénél nem veszik figyelembe, hogy az inflacié miatt a
torlesztési palya redlértékben orrnehéz, mert a nomindlis (folyéaras) torlesztési részlet
id6ben allandé. A 13.2. alfejezetben bemutatjuk az un. kettds indexdldsi jelzdlog (ango-
lul: Dual Indexed Mortgage, roviden: DIM) modelljét, ahol az inflicié figyelembevétele
miatt a torlesztési részlet vasarléértéke idében allandé. A 13.3. alfejezet a devizaalapi
jelzdloghitel modelljét elemzi, amelyben a forinthitel és torlesztése egy arnyékként szamolt
devizaalapu hitel és -torlesztés atvaltasabdl adodik. A 13.4. alfejezetben érintjik az
id6ében valtozd kamatlabak okozta bonyodalmakat.

A képletek egyszertisitése miatt kamatlab helyett kamategyiitthatéval (1+kamatléb),
inflaciés rata helyett inflacids egyiitthatéval (1+inflacids rata) szamolunk. Ugyanezért el-
tekintiink a kamatlab, az inflacids rata és a forintarfolyam idobeli valtozdsatél. (Figyelem:
ha a svéjci frank forintarfolyama novekszik, akkor a forint gyengiil.)

13.1. Hagyomanyos jelzaloghitel

A hiteltorlesztési folyamatot dltalaban folyé aron — az inflacié figyelembevétele nélkiil —
tervezik a bankok. Legyen Dy > 0 a hitel kezdGértéke, T' > 1 a torlesztési (vagy futam)idé
és legyen t = 1,2,...,T a hiteltorlesztési id6szakok (altaldban hénap, de itt év) indexe.
A t-edik idészak (végi) torlesztése By, az idében allandé idészaki kamategytitthaté (=
I+kamatldb) R, és az id6szakvégi addssag D;.

Definicié szerint minden évre igaz a kovetkezé azonossag: év végi addssag = tavalyi
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adossag + éves kamat — éves torlesztés. Szimbolumokkal:
Dt = R_Dt_l —Bt, t= 1,2,...,T— 1,T, D() adott. (131)

Figyelem: a koznyelv gyakran kamatnak nevezi a kamatlabat, holott az elsé (R —1)D;, a
masodik R — 1.

Sziikséglink lesz a (B;) torlesztési sorozat jelenértékére, amelyet angol kezdébetiii
nyoman (present value) PV-vel roviditiink. Definicié szerint a torlesztési pénzfolyamat
jelenértéke az a szam, amelynek megfelel6 t6két elhelyezve a hitel felvételekor a bankban,
és a hitelkamatldbbal kamatoztatva az esedékes torlesztésekig, a hitelfelvevo éppen tudna
torleszteni a hitelt. Konnyen igazolhaté a

13.1. segédtétel. A (B,) torlesztési sorozat jelenértéke idében dllandé R—1 kamatlab

esetén B B B
1 2 T
PV="2 ottt o (13.2)

Bizonyitas. Gondoljuk azt, hogy a hitel felvételekor a hitelfelvevo T" darab kamatozo
bankbetétet képez, és a t-edikbe betesz R™'B; forintot, t = 1,...,T. A kamatos kamat
miatt a t-edik idoszak végére a t-edik betét éppen B;-re duzzad, tehat a hitelfelvevo ebbol
tudja fizetni az esedékes torlesztést. Ha Osszeadjuk a ,,bankbetétek” kezdoértékét, adodik
(13.2). O

Eszszert feltevés, hogy a hitelérték éppen a torlesztési sorozat jelenértéke: Dy =
PV. A valésagban azonban a kamatldbrés (= hitelkamatlab —betéti kamatldb) miatt a
hitelkamatldb gyakran joval nagyobb, mint a betéti kamatlab. A jelzaloghitel esetében
azonban a kamatlabrés nem tul jelentos.

A hagyomanyos hitelnél idében valtozatlan a torlesztés: B, = B. Igaz a

13.1. tétel. A T futamidé esetén a Dy > 0 nagysagu hitel idében allando
torlesztorészlete

(R—1)Dy

B=-—F"— 1. 13.
T R> (13.3)
Bizonyitas. B; = B esetén (13.2)-ben alkalmazhaté a mértani sorozat Gsszegképlete:

1-R"

Dy=PV=R'———B. 13.4
0 \4 R 1 — R_l ( 3 )
Rendezéssel adddik (13.3). O

A valésagban a kamategyiitthato idével valtozik, s e miatt a valtoztathaté kamatlabu
hitelek esetében a bank akar minden idészakban tjraszamolhatja az esedékes torlesztési
részletet, mikozben felteszi, hogy a kamategyiitthato a kovetkezékben mar nem valtozik.
Ezzel a fontos bonyodalommal azonban csak a fejezet végén foglalkozunk.

A kovetkezo feladat egy szakemberek altal is gyakran figyelmen kiviil hagyott je-
lenséget vilagit meg.

13.1. feladat. Jelolje B(T') a T futamid6hoz tartozé torlesztést. Igazoljuk kozvetleniil
(13.3) segitségével, hogy R > 1 esetén a futamidé novelésével a forditott ardnyosnal
lassabban csokken az éves torleszto részleg, tehat novekszik a teljes torlesztési 0sszeg:

B(T+1) > azaz  TB(T) < (T +1)B(T +1)!
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Egyszertisége miatt érdemes az oroktorlesztést kiilon is bemutatni.

13.1. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T' = oo, akkor

B(0)

(R~ 1)D

és

Dt - DO.

(13.3')

Ebbdl is leolvashaté, hogy a véltozatlan 6rokos torlesztorészlet a kamattal egyenlo. Az is
latszik, hogy 2004-ben nagyobb, példaul 10%-os éves kamatlab esetén gyakorlatilag mar
az elsé évben képtelenség lett volna egy 10 mFt-os hiteltorlesztést elkezdeni, hiszen csak
az éves kezdorészlet 1 mFt-ra rigott volna, mikozben az éves netté jovedelem csak 1,8

mFE't volt.

A jelzaloghitel egyik legnagyobb problémaja, hogy modern gazdasiagban — a valsagoktol

valamint a 2013 és 2016 kozti idoszaktol eltekintve — az altalanos arszinvonal emelkedése
(k6znapi nyelven: az inflacié) nem hanyagolhaté el (vo. 12.2. tdbblazat). S6t, a 13.3.

alfejezetben targyalt devizaalapu hiteleknél az arfolyamvéltozasok is hatnak.

Ahhoz, hogy jobban megértsiik a kérdést, bemutatunk néhany inflaciés és arfolyam-
idésort. Legyen P, és P} a 2004-t6l kezdve szamitott hazai és svéjci halmozott drindex,
méasképp: drszint; py = P/P,—q és p; = Pf/P | az éves arindex, valamint F;, a CHF-
HUF éves nomindlis arfolyam, F, = E, P/ P, pedig az infliciéval korrigdlt redlarfolyam.
Ekkor a 13.1. tablazat mutatja az éves és a halmozott forint és frank &rindexet, valamint
a nominalis és redlarfolyamot. Példaul 2013-ban a hazai és a svdjci arindex 60,8, illetve
5,8%-kal volt magasabb, mint 2003-ban, mig a frank arfolyama a 2004-es 159,3-rél 242

forintra ugrott.

2003-as forintban és svajci frankban szamolunk.

13.1. tablazat. Magyar (HUF) és svéjci (CHF) id6sorok, 2004-2013

A redlarfolyam sokkal kevesebbet nott: 150,4-r6l csupan 159,3-re, ha

Y

Forint Svajci frank

Ev Eves Halmozott | Nomindl Eves Halmozott | Redl

arindex arindex HUF/CHF | arindex arindex HUF/CHF

(HUF) (HUF) arfolyam (CHF) (CHF) arfolyam
/ 100(p; — 1) | P, E, 100(p; — 1) | 1007/ F,
2004 6,8 106,8 159,3 0,8 100,8 150,4
2005 3,6 110,6 162,3 1,2 102,0 149,6
2006 3,9 115,0 157,0 1,1 103,1 140,7
2007 | 8,0 124,2 152,4 0,7 103,8 127 4
2008 6,1 131,7 177,8 2,4 106,3 143,5
2009 4,2 137,3 182,3 0,5 105,8 140,6
2010 4.9 1440 2227 0,7 106,6 164,8
2011 3,9 149,6 255,9 0,2 106,8 182,7
2012 | 5,7 158,1 9241,0 0,7 106,1 161,7
2013 1,7 160,8 2421 -0,2 105,8 159,3

Az inflaciés hatas vizsgalataban visszatériink a valtozd torlesztorészlett palyahoz:

(B;). Legyen az id6ben élland6 (technikai egyszertisités) inflaciés egyiitthat6 (=1+inflacids

rita): p, és a t-edik id6szakvégi halmozott drindex (drszint): P, = p', Py = 1. Osszuk el
a (13.1) egyenlet mindkét oldalat P, = pP,_;-gyel:

D,

R Dy

B,

P pPa B
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Ezen a ponton bevezetjiik a redlkamat-egytitthatét (r), a redltorlesztést (b;) és a redl-
addssdgallomanyt (dy):
R B

= — b, = —
r p7 t Pt

=3 (13.6)

és dt
A korabbi valtozokat nomindlis jelzovel kiillonboztetjiikk meg realtarsaiktol. Figyeljik
meg, hogy (13.6)-ban a nomindlis kamategyiitthatét az éves inflacids egyiitthatéval osz-
tottuk, a torlesztorészletet és az addssdgot viszont az arszinttel.
(13.6) segitségével (13.5) egyszertisithetd:

dt = Tdt_l — bt; t = 1, 2, e ,T, d() = DO adott. (137)

Széban: idei év végi redladdssdag = tavalyi év végi redladdssag + éves redlkamat — éves
realtorlesztés.

Kitéréként megemlitjiik, hogy rossz beidegzodésként a kozgazdaszok a redlkamatlabat
gyakran azonositjak a nominalis kamatlab és az inflaciés rata kiilonbségével. Ez azonban
csak néhany szazalékos inflacids rata esetén fejszamoldsban elfogadhaté kozelités (6.1.
segédtétel), amikor

T—le—lzu%(R—l)—(p—l), ha p=~1.
p p

A képletek jobb megértését szampéldékkal segitjiikk. Alapadatok: a hitel futamideje:
T = 20 év, a hitel 6sszege: Dy = 10 mFt (milli6 forint).

Bar a nominalis kamatlab és az inflacids rata részben fiiggetlen egymastol, szemlélteté-
siinkben célszerti a realkamat-egyiitthatét rogziteni: » = 1,06. A 13.2. tablazatban azt
nézziik meg, hogyan hat az inflaciés rata novekedése az éves nominalis torlesztési részletre.
Allandé érszintnél a torlesztés 872 eFt (ezer forint), évi 6%-os infliciénal a nomindlis
részlet mar 1369 eFt — ez mar kifizethetetlen, figyelembe véve a 2004-es hazai jovedelem-
viszonyokat. Persze, az évek multaval a torlesztés redlértéke egyre inkabb csokken. Nulla
inflacié esetén a zard torlesztés redlértéke is 872 eFt, s 6%-os inflacié esetén 427 eFt-ra
csOkkenne, ha folyamatosan kifizetheto lett volna.

13.2. tablazat. Az inflacié hatdsa az éves induld és zaro torlesztésre, eF't

Inflacios Nyito évi- Zar6 évi redl-
egytitthato torlesztés torlesztés

p B br

1,00 872 872

1,01 948 T

1,02 1028 692

1,03 1110 614

1,04 1194 545

1,05 1280 483

1,06 1369 427

Megjegyzés. Redlkamat-egyiitthaté: » = 1,06; nominal kamat-egytitthaté: R = rp,
74ar6 torlesztés redlértéke: by = B/pT.
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13.2. Kettosen indexalt hitel

1975 koriil Franco Modigliani (Nobel-dijas amerikai kozgazdasz) vélaszt keresett a gyors
inflacié okozta kezdeti jelzdlog-torlesztési gondokra. Megoldasként az Un. kettdsen in-
dexdlt hitelt javasolta, ahol nemcsak a redlkamat-egytitthato, hanem a b; redltorlesztés is
allandé: r, = r és by = b. Ekkor (13.7) tovabb egyszertisodik:

dt = T‘dt_l — b, t= 1, 2, ce ,T, d() adott. (138)
A 13.1. tétel helyére 1ép a

13.2. tétel. Ha a realkamat-egyiitthato allandd, és a bank ugy allapitja meg az
esedékes hiteltérlesztést, hogy a redltorlesztés minden idészakban dllandé legyen (DIM),

akkor a realtorlesztés
(7” — 1)D0

1—r-T7
mig a redladéssag (13.8) szerint alakul.

Visszatériink a 13.1. példankhoz.

b= r>1; (13.9)

13.2. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T = oo, és kettosen indexalt torlesztést
alkalmaz a bank, akkor a torlesztérészlet realértéke

b(oo) = (r — 1)do. (13.3")

Ebbdl leolvashatd, hogy ilyenkor a valtozatlan realértékli torlesztorészletnek a hitelhez
viszonyitott aranya a redlkamatlabbal egyenlé. Alacsony éves realkamatlab esetén még
magas nominalkamatlab mellett is torleszthetd a kezddrészlet, de a tartozas nominalis
értéke sokdig novekszik, ellenben realértékben természetesen csokken:

Dy =rpDy —p(r —1)Dy = pDy < RpDy.

A 13.3. tablazatban azt vizsgaljuk, hogyan hat a redlkamat-egyiitthaté emelkedése a
kettsen indexélt hitel (DIM) torlesztésére. 0%-os redlkamatlébndl fejbdl tudjuk az évi
torlesztést: 10 mFt/20 = 500 eFt; 3%-os realkamatldbndl az éves torlesztés nomindlis
értéke 672 eFt, de 6% esetén mar 872 eFt! (a 13.2. tabldzat 1. sora).

13.3. tabldzat. A redlkamatldab hatdsa az éves torlesztésre: DIM

Realkamat-egyiitthaté » | 1,00 | 1,01 1,02 [ 1,03 |1,04 | 1,06 | 1,06
Eves torlesztés (eFt) b | 500 | 554 | 612 | 672 | 736 | 802 | 872

A 13.2. feladat az alland6 nominélis vagy realtorlesztési jelzéloghitel érdekes kiilonbsé-
gét emeli Kki.

13.2. feladat. Mutassuk meg, hogy a hagyomanyos hitelnél a nomindlis addsség
idoben monoton csokken, mig a kettos indexélasu hitelnél a monotonitas csak akkor igaz,
ha az inflacids egytitthaté elegendGen kicsi, nevezetesen ha

1—r7T

[ |
p< 1 _T*Tﬁ’l‘

Példaul r = 1,03 realkamat-egyiitthato és T' = 20 évnyi torlesztési ido esetén az inflacids
rata legfeljebb csak 3,9% lehet: p < 1,039; hogy a tartozas monoton csokkend legyen.

Egyébként a magyar didkhitel is a kettés indexaldsi hitelhez hasonlit, csak a futam-
id6 valtozé és a torlesztérészlet a mindenkori egyéni kereset rogzitett szazaléka. Allando
redlkereset esetén a didkhitel torlesztési palyaja azonossa valik a kettés indexédlasu palyaval.

126



13 A JELZALOGHITEL ELEMI MODELLJEI

13.3. Devizaalapu-hitel

Alacsonyabb és stabilabb (alig ingadozo) kiilfoldi kamatlabak, valamint elhanyagolhaté
kiilfoldi inflacié és a hitelfelvevének kedvezé (tilértékelt) arfolyamok miatt szamos orszagban
a hazai valuta helyett valamilyen més orszag devizdja alapjén szamoljak el a jelzdlog- (és
egyéb) hiteleket. (Tlértékeltnek nevezziik a hazai valutdt, ha tartdés eladésodést okoz,
mert az import tuil oles, és az export tul dréga.)

Magyarorszagon 2004-t6l terjedt el a devizaalapi hitelezés, és az alacsonyabb ka-
matlabak és stabil arfolyam miatt a svajci frank nemcsak a forint-, de az eurdkolcsonoket
is kiszoritotta. 2008-ban azonban beiitott a nemzetkozi pénziigyi és gazdasagi vélsag.
Mig az euré forint drfolyama 2010-re 250-r6l csak 300-ra (20%-kal) nétt, addig a svéjci
franké 150-r6l 250-re (67%-kal) ugrott. Emellett a devizakamatlab is n6tt (de ezzel nem
foglalkozunk), mig a redlarfolyam 2007 és 2011 kozott 127 és 183 Ft kozott ingadozott.

Uj modelliinkben is allandé paraméterértékekre szoritkozunk, de a forint addssag
helyére egyelére a devizdban kifejezett addssag 1ép (*-gal jelélve a devizdban adott ka-
mategyiitthat6t, adéssagot és torlesztérészletet):

Df=R'D: ,—Bf, t=12,..T 1<R <R (13.10)

Mivel a devizaalapi hitelnél a devizdban kifejezett addssdgot (Dj) és a torlesztést
(B;) a bank minden id6szakban forintra szamitja &t, ezért szitkségiink lesz a kiils§ valuta
arfolyamdara (a hazai valutdban kifejezve): FE; és az egyszerisitésként idében allandénak
feltételezett relativ valtozasara:

€ = Et/Et—l > 1. (1311)

Beszorozzuk a (13.10) egyenlet mindkét oldalat Ej-vel, és igy megkapjuk a (13.10) devi-
zaaddssag-dinamika forintban kifejezett alakjat:

E.D; =eRE,_\D; , — EB*, t=12,...T. (13.12)

Példaul a svajci frankban kifejezett D} tartozast E; frank—forint arfolyammal beszorozva
kapjuk meg a E;D; forintositott adéssagot.

Ekkor a devizardl a forintra atszamitott (hullimos feliilvonassal megkiilonboztetett)
torlesztorészlet és addssag rendre

Bt = EtB:( és Dt = EtD: (1313)
A 13.1. és a 13.2. tétel helyére most 1j tétel 1ép.

13.3. tétel. A devizatorlesztés dllanddnak vett értéke

e (R —1)D;

M | 13.14
1—RT " (13.14)

a devizaadéssag (13.10), mig a valtozo forintértékek rendre (13) szerint alakulnak.

Ahhoz, hogy ossezhasonlithatobbd tegyiik a forint- és a devizaalapt hiteleket, érdemes
bevezetni a devizaalapi hitel R = eR* forintositott kamategyiitthat6jat, (13.13) segitségé-
vel (13.12) atirhato:

D;,=RD,,— B, t=12,...T, Dy = D. (13.15)
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Hasonlitsuk 6ssze a forintalapi adésség (13.1) differenciaegyenletét a devizaalapti addssag
forintban kifejezett (13.15) differenciaegyenletével. Lathatd, hogy a két kamatldb ponto-
san akkor azonos, ha

R = R(= R'e).

Ezt az esetet nevezik fedezetlen kamatparitdsnak: a hazai kamategyiitthaté = kiilsé kamat-
egyltthato x arfolyam-egytitthaté. Ekkor alacsony kamatlabakndl és lasst leértékelodésnél
jo kozelitéssel igaz, hogy a hazai kamatlab = kiilsé kamatlab — arfolyamvaltozasi iitem.
Bar ekkor az eltérd torlesztési folyamat miatt eltéré a két addssagdinamika, a két hitel
jelenértéke azonos. Ha emellett a forint hazai értékvesztése parhuzamos a leértékeldéssel:
p = e, azaz az Fy = FEy P}/ P, redlarfolyam P = 1 esetén dlland6, akkor kiiléndsen egyszert
az Osszehasonlitas: a devizaalapu hitel azonos a kettos indexélasu forinthitellel. Altaldban
a forinthitel hazai torlesztorészlete realértékben magasrol indul, de erésen csokken; mig a
devizaalapu hiteltorlesztés alacsonyabb szintrél indul, de redlértékben allandé.

A jelenérték segitségével Osszehasonlithatjuk a forint- és a devizaalapt hitelt is. Emlé-
keztet&iil: PV = Dy. Relativ drfolyammal dolgozva (egységnyinek véve a kezdéarfolyamot),
azaz (13.11)—(13.13) segitségével

T

~ e e
PV:B*(E—F""Fﬁ), ahol E():l.

Bevezetve a p = R/e forint-ekvivalens deviza-kamategyiitthatét, (13.14) segitségével a
devizaalapt hitel forint-jelenértéke zart alakban egyszertien felirhato:

~ R—1 1=pT
PV =
1—-R<T p—1

amely pontosan akkor nagyobb vagy kisebb, mint eredeti forinttarsa: PV=D,, ha p > R*
vagy p < R*. Visszatérve az eredeti jelolésekre: a két feltételpar R > Re = R vagy
R< Re=R.

Harmadszor is megvizsgaljuk a legegyszeriibb esetet.

13.3. példa. Ha a torlesztési ido végtelen: T' = oo, és devizaalapu hitelt alkalmaz a
bank, akkor a t-edik id6szak torlesztérészletének deviza- és forintértéke rendre

B*(c0) = (R*—1)Dy  és B, = Ey(R*—1)Dy = E,B*(0). (13.3%)

Ebbdl leolvashatd, hogy ilyenkor a véltozatlan deviza torlesztérészletnek a hitelhez vi-
szonyitott ardnya a devizakamatlabbal egyenld. Redlisabban: kelléen hosszu torlesztési
ido és alacsony devizakamatlab esetén komolyabb hitelt is lehetséges torleszteni, feltéve,
hogy a leértékel6dés az inflaciéhoz és a nominalis (foly6 dron szamolt) jovedelmi palydhoz
képest nem tul gyors.

A 13.4. tablazatban rogzitjiikk a forint redlkamat-egytitthatéjat is: R = R*p, s a két
hitelfajtat Osszehasonlitva harom tipust vizsgalunk: a) 1. sor — az drfolyam &llandé:
e = 1, tehat a devizaalaptu eszmei kamatlab kisebb, mint a forintkamatlab: eR* < R,
b) 4. sor — a leértékelédés koveti az inflacidt: e = p, és a devizaalapi eszmei kamatlib
egyenld a forintkamatldbbal: eR* = R; ¢) 6. sor — a forint leértékelédése gyorsabb, mint
az inflacio: e > p, és a devizaalapt eszmei kamatlab nagyobb, mint a forintkamatlab:
eR* > R. Az a) eset a 2004-2008-as helyzet, a c¢) eset a 2009-t61 kialakul6 helyzet stilizalt
képe, és a b) eset a kettd kozott egy simédbb dtmenet. Szamszertien: R* = 1,06; p = 1,06;
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R = R*p = 1,1236; e(a) = 1, e(b) = R/R* = 1,06 és e(c) = 1,1. A t6bbi sor atmenet a
tiszta tipusok kozott.

A forinthitel kezdérészlete 1369 eFt, zard redlértéke csupan 427 eFt (egyben a 13.2.
tablazat utols6 sora). A devizaalapu hitel kezddrészlete mindharom esetben 872 eFt. A
kedvezd esetben a zaré realérték 272 eFt, a hitel jelenértéke csak 6,368 mFt. A kedvezdtlen
esetben a zaro realérték 1829 eFt, a jelenérték viszont elképeszto: 14,058 mFt. A semleges
esetben a torlesztés realértéke valtozatlan, és a jelenérték megegyezik a hitellel.

13.4. tablazat. A devizaalapu hitel és a forint leértékelodése

Leértékelodési | Zaro Devizaalapu-
egyiitthato realtorlesztés | hitel
(eFt) jelenértéke

(mFt)
e Z)T PV
1,00 272 6,368
1,02 404 7,344
1,04 596 8,535
1,06 872 10,000
1,08 1267 11,810
1,10 1829 14,058

_ Megjegyzés. R* = 1,06, p=1,06 ¢s R = 1,1236. A devizaalapt hitel kezdStorlesztése:
b1 = 872 eFt, a forinthitelé B; = 1369 eFt

A viharos arfolyamromlason kiviil még az R; —e; R; kamatlabrés tdgulasa is sijtotta a
magyar adésokat, mikozben sziikiilése segitette a lengyel addsokat. Ez hasonléan hatott,
mint a 13.3. tadblazatban targyalt forint realkamatldab emelkedése.

A 13.5. tablazatban egyszerii idGsorral mutatjuk meg a devizaalapi hitel gyors hazai
elterjedését. Az Osszes és a devizaalapu hitelallomany 2003 végén a GDP 10,7 és 0,5%-a
volt, s ez 2008 végére felugrott 27,4 és 19,2%-ra. A valsig hatdsara a folyamat megfordult,
és 2014-t6l a devizaalapu hitelezés 1ényegében megsziint.

13.5. téblazat. Forint- és frankalapi hitelek allomanya/GDP: HU, 2003-2013

Osszes Deviza- Osszes Deviza-

alapu alapu
Ev hitel Ev hitel
2003 10,7 0,5 2009 28,9 20,1
2004 12,6 1,8 2010 30,7 21,5
2005 15,3 5,0 2011 29,2 19,7
2006 18,5 9,0 2012 24,2 14,3
2007 21,8 12,9 2013 22,2 12,6
2008 27.4 19,2

Kozelebb keriilnénk a 2004 és 2012 kozotti magyar helyzet megértéséhez, ha idében
valtozé paraméteri devizaalapu hitelt vizsgalnank: egy nagyon kedvezének indulé deviza-
alapu hitel (a 13.4. tédblazat 1-2. sora) egy hirtelen véltozds miatt nagyon kedvezétlenné
vélik (az 5-6. sor). Ennek szemléltetését az Olvaséra bizzuk.
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13.4. Id6ben valtozdé kamatlabak

A fejezet végéhez kozeledve feloldjuk az dllandé kamatlab (-egyiitthatd) feltevését. Elészor
tegytik f6l, hogy a forint kamategyiitthaté palyaja (R;). Ekkor a (13.2) jelenérték-
képletben R! helyett R;--- R, kerill. Szdmunkra a t-edik id6szakban kezdddd szakasz
érdekes, amelynek elején a tartozas értéke D; ; és a nominélisan (foly6dron) rogzitett
torlesztérészlet végig BR-re van tervezve (racionalis varakozas, N nem hatvanykitevd).
Ha a bank legalabb kozelitoleg ismerné a hatralévé idoszak kamategytitthato-palydjat
(racionalis vérakozds!), akkor a jelenérték-egyenlet

B B

Dty = —+ +ot =
R, RRi RRyy--- Ry

(13.16R)

lenne. A bankarok azonban nem estek a fejiikre, és jobb hijan a naiv varakozast alkal-
mazzék (N fels§ indexszell): a mindenkori kamategytitthatét vetitik elére a hétralévé
évekre, tehat

BN BN BN 1— Rt—T—l
DN =t 4+t ... 4 L _—_pN_—_"*t 13.16N
t—1 Rt R? R37t+1 t Rt(l _ Rt_l) ( )
aAzZaAZ R 1
BN L___DN.. (13.17)

CT Tl

Természetesen a tényleges tartozast a varakozasok beteljesedésétol fliggetleniil évrdl évre
modositjak:

D} = R,D} |, — By. (13.18)
Ha azonban R; id6ben meredeken csokken (mint 1995 és 2003 kozott), akkor a naiv
varakozas jelentosen elorehozza a torlesztési pélyat.

A fejezet végéhez érve bemutatjuk, hogyan fiiggott 2018. Gszén a nomindlis kamatlab
(pontosabban: a kezelési koltséget is tartalmazé teljes hitelmegtériilési mutatd, THM)
a futamid6tol. (Ez bonyolitja a 13.1. feladatot.) Mivel a bankédrok 2018-ban arra
szamitottak, hogy a hazai inflaciés rata emelkedik, ezért a futamidé novekedésekor a
nominalis kamatlab jelentosen emelkedik. A teljesség kedvéért a havi torlesztési idot is
kozoljiik (forrds: www. portfolio hu/finanszirozas/hitel/ fix-torlesztes). Az adatok 10
mFt-os hitelre, illetve a legjobb és legrosszabb ajanlatra vonatkoznak.

13.6. tabldzat. Nominalis kamatlab és futamidd

Futamido Bank Nominalis ka- Havi torlesz-
(év) matlab % térészlet (Ft)
T =10 UniCredit 3,63 99097

Erste 4,95 105285
T=15 UniCredit 4,58 76 342

Erste 6,16 84 332
T =20 K&H 5,11 65 332

OoTP 7,00 76232
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14. Egy altalanos egyensilyelméleti modell

A matematikai kozgazdasagtan egyik csucsteljesitménye az dltaldnos piaci egyensuly léte-
zésének bizonyitasa. A 14.1. alfejezetben a legegyszertibb esetet mérlegeljiik: a termelést
elhanyagoljuk, és egy cseregazdaségra szoritkozunk, amelyben a mar meglevo termékeket
cserélik el a haztartasok egymaédssal. A csere célja: minden haztartas annyira javitsa
a helyzetét, amennyire csak lehetséges. Részletesebben: minden haztartasnak van egy
hasznossagfigguénye, amely a csere utani készletvektor (n darab szadm rendezett egytitte-
se) monoton novekvo fiiggvénye. Minden termék csere utdni Osszkészlete megegyezik a
csere elotti Osszkészlettel. Minden haztartas csak addig nyujtézkodhat, ameddig a ta-
kardja ér, azaz egy feltételezett piaci arrendszerben a kezdokészletek eladasabdl szarmazo
jovedelme megegyezik a végso készletek piaci értékével. Beldthatd, hogy megfelel6 techni-
kai feltevések mellett 1étezik legalabb egy ilyen piaci arvektor és a hozza tartozé optimalis
fogyasztasi vektor rendszere. A 14.2. alfejezet két kivételt ismertet: (i) az aszimmetrikus
informécié esetén mutatja be, hogy az egyensily gyakran nem létezik; (ii) a kozjavak
esetén (példaul kozlekedési haldzat) az egyensily kiszamitasa/létrehozasa bonyolultabb.

14.1. Altaldnos egyensuly

Ebben az alfejezetben definidljuk az altaldanos egyensily legegyszertibb modelljét (amikor
két termék és két fogyaszto 1étezik, valamint mindkét hasznossagfiiggvény Cobb—Douglas-
féle, v6. (14.4)), és igazoljuk a piaci egyensily létezését, s6t kiszamitjuk a jellemz6it. (A
2.3. alfejezetben csak az egytermékes részpiac egyensilyat vizsgaltuk.)

A feladat nehézségét a fixponttételeknél (vo. 7. fejezet) addédd korkordsség jelen-
ti: egyrészt adott piaci araktdl fiigg az egyes partnerek vagyona és kereslete; masrészt
a mérlegfeltételek megszabjak az egyensilyi piaci arakat. Ez a kettéség megjelenik a
bizonyitasban is.

Két szereplonk indexe 1 és 2. Az egyes szereplok kiinduld készletpérja (vq,wr), il-
letve (vy,ws), nemnegativ szamparok, de mindkét kezd6készletparban legaldbb az egyik
elem pozitiv, és mindkét termékbdl pozitiv Osszkészlet van. A jelolések egyszertisitése
érdekében olyan mértékegységeket valasztunk, hogy mindkét termék osszkészlete egységnyi
legyen:

v+ vy =1, wy + we = 1. (14.1)

A piaci egyensily egyidejlileg haromfajta kovetelményt jelent.
a) A csere révén a javakat ujra elosztjak: csak olyan (z1,y;) és (w2, y2) nemnegativ
zaro-készletpar fogadhato el, amelyet a csere lehet6vé tesz (vo. (14.1)):

1+ a9 =1 és v+ 1y = 1. (14.2)

b) Mivel modelliinkben nincs pénz, ezért arak helyett draranyokrél beszéliink. Ha a
két termék araranya p > 0, akkor 1 egységnyi Y termékért p egységnyi X terméket kell
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adni. Feltételezziik, hogy mindkét szereplé a pozitiv p ararany mellett ki tudja fizetni a
cserét:
PTh A+ Yn = pup + W, h=1,2. (14.3)

c) A kozgazdasdgtanban szinte altaldnosan elfogadott, hogy a dontéshozék maxima-
lizaljak célfiggvényiiket, amely megmutatja, hogy a vélasztott déntés mennyire j6 (5.
fejezet). Ismét az (5.5) alaku hasznosségfiiggvényt maximalizaljak a cserepartnerek, de a
paraméterérték tipikusan fligg a fogyasztétol:

Un(xp,yn) = xi”y};ah, h=1,2, (14.4)

ahol ay, (0 < v, < 1) mutatja az X termék relativ fontossdgéat a h-adik fogyaszt6 szdmara.
Ugyanakkor az 5.1. tétel szerint a parametrikus optimalis megoldés [(5.4)]

QpWh

zp(p) = apup + és yn(p) = (1 — ap)(pup, + wy,), h=1,2. (14.5)

14.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (14.1)—(14.2) és a (14.3-1) egyenletbél kovet-
kezik (14.3-2), ahol az -1 és -2 a megfelelé szereplore utal!

Egyszerti szamolassal belathato, hogy ilyen egyensiilyi rendszer 1étezik.

14.1. tétel. A kéttermékes, kétszereplGs, Cobb—Douglas-féle hasznossagfiiggvényii
cseregazdasagban a piaci egyensily létezik, és az egyensilyi ararany

QLW + QW9

*_

- )
1— 1U1 — U2y

P (14.6)

mig az optimalis fogyasztasi parok (xp(p*), yn(p*)) [(14.5)], ahol h = 1, 2.

Bizonyitas. A fixponttétel mar emlitett kettOsége megjelenik a bizonyitasban is.
Tetszoleges p relativ ar mellett mar meghatéroztuk a h-adik szereplo optimaélis fogyasztasi
parjat, most ezek segitségével felirjuk a piaci egyensulyi relativ arra vonatkozo fixpont-
egyenletet.

Megismételve az 5.2. alfejezet eljarasat, behelyettesitjik (14.5a)-t a (14.2a) mérlegfel-
tételbe:

1w QoW
1 =x1(p) + x2(p) 2061'1114‘%4‘052’02"‘ 2]92,

Rendezve p-re a fixpontegyenletet:
p(1 — a1v1 — agv2) = awy + agws,

azaz a (14.6) képletben szerepl6 p* adddik, amelyet behelyettesitve (14.5)-be, adédik az
egyensulyi elosztas. O

Még ebben a kétszereplos-kéttermékes modellben is zavarja a megértést, hogy tul sok
(négy) fiiggetlen paraméter van: oy, as, vy, ws, ezért szemléltetés kedvéért tobb irdnyban
is tovabb specifikaljuk a modellt.

14.1. példa. Feltessziik, hogy kezdetben az 1. szereplonek csak v-terméke van, a
2.-nek csak w: v =1, wy = 0és vy = 0, wy = 1 (piaci specializacid). Ekkor az egyenstlyi

relativ ar

* Q9

P= e
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valamint az egyensilyi fogyasztasi négyes

T =01, Y=o és ry=1—ay, y=1—ay
— a fogyasztott mennyiség csak a masik fél preferenciajatol fiigg.

Torténetileg nevezetes példa a viz és a gyémant paradoxona. A sivatagban az 1. sze-
replének csak (kevés) vize van, a 2. szereplonek pedig csak gyémantja. Ekkor akarmilyen
redlis paraméterértékekkel dolgozunk, a viz/gyémént ar pozitiv!

14.2. példa. A két fogyaszté hasznossagparaméter-értéke azonos: ay = as = a.
Ekkor (14.1)—(14.2) miatt (14.6) leegyszertisodik: p* = a/(1 — «), valamint

zp(p*) = avp + (1 — a)wy, és yn(p*) = avp + (1 — a)wy, = xp(p*)

— a két termék optimuma mindkét fogyasztonal egyenld (szimmetrikus), és a kezd6készletek
sulyozott atlagaval egyenld, fiiggetleniil a preferenciasilytol.

A 14.1. tablazaton mutatjuk be, hogyan fliggnek a kezdeti készletektdl a végso
készletek, mikozben a két egyén preferencia-paramétere a; = 0,25 és ap = 0,5.

14.1. tablazat. Kezdeti készletek — végso készletek, Cobb—Douglas

Kezdeti készletek Egyensulyi ar Végso készletek

U1 wy P ] Ui

0,0 0,5 0,750 0,167 0,375
0,0 1,0 0,500 0,500 0,750
0,5 0,0 0,800 0,125 0,300
0,5 0,5 0,600 0,333 0,600
0,5 1,0 0,400 0,750 0,900
1,0 0,0 0,667 0,250 0,500
1,0 0,5 0,500 0,500 0,750

Sziikségiink van még két fontos fogalomra. 1) Egy elosztds Pareto-értelemben javitds
egy masik elosztashoz képest, ha minden részvevének legalabb olyan j6, mint a masik
elosztas, és legalabb egyik részvevének hatdrozottan jobb. 2) Egy elosztast Pareto-
optimdlisnak neveziink, ha nincs mas, (14.2)—(14.3)-at kielégité, megengedett elosztés,
amely hozza képest Pareto-javitas lenne. Figyelem: ha egy maharadzsatol elvessziik va-
gyona felét, és 1 milio éhezd kozott szétosztjuk, az nem Pareto-javitas, hiszen a mahara-
dzsa joléte csokken. Mégis legtobben tamogatunk egy ilyen ujraelosztast. (A 3. fejezetben
vizsgalt Nash-egyenstulyban nincs , csere”.) Kimondhatjuk az alaptételt.

14.2. tétel. (1. joléti tétel.) Pareto-értelemben a piacnal nincs jobb elosztdsi
mechanizmus.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fol, hogy van egy masik megengedett
elosztés, jele (Z,y), amelyik — a részvevéket alkalmasan indexelve — az 1. részvevének jobb,
és a 2. részvevonek legalabb olyan jé, mint a piaci (z*,y*) elosztds. Mivel a részvevik
nem ezeket valasztottdk, ezek a piaci arak mellett vagy driagabbak vagy legalabb annyira
dragak, mint a piaciak:

PTL+ > pial + és PTo+ Yo > prrh + Y5
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Osszeadva a két egyenlétlenséget:
P (Z1 + To) + U1 + Yo > pH(a] +x3) +yy + vy

Felhaszndlva a (14.2) megengedettségi feltételeket: p* + 1 > p* 4+ 1 — ellentmondds. O
Kiemeljiik, hogy a 14.2. tétel koznapi nyelven azt mondja, hogy ha egy joindulati
diktator mas arakat vagy mas fogyasztast irna elo, akkor legaldbb az egyik fogyaszto
rosszabbul jarna, mint a piaci elosztasnal.
Kovetkezik a piaci egyenstlyra vonatkozé forditott allitas:

14.3.  tétel. (2. joléti tétel.) Megfelels feltételek mellett, ha (x*,y*) Pareto-
optimalis elosztds, akkor létezik olyan (v, w) kiindulé allapot, amelyre (x*, y*) piaci egyen-
stly.

A 14.3. tétel azt mondja, hogy ha a kormanyzat valtoztatni akar az egyensilyi el-
osztason, akkor az arak helyett a jovedelmeket kell befolyasolnia.

A vazlatos bizonyitas az in. Edgeworth-dobozon alapul (més hasznosségfiiggvény
esetén 14.2. és 14.3. dbra). Ez egy olyan téglalap, amelynek a bal alsé sarka az origd, a
jobb fels§ sarka pedig (1,1). Az el6bbibdl mérjiik fel az 1., az utébbibdl a 2. fogyasztd
kezd§ és végso készletét, és kozombosségi gorbéjét. A (14.1)—(14.2) feltevések miatt kdzos
(v1,w1), (z1,y1) pont jellemzi a 2. fogyasztd kezdd és végsd valasztasat is.

A (14.4) célfiiggvények segitségével — mint szintvonalakat — meghatérozzuk a k6z0mbos-
ségi gorbéket az (x,y)-sikban, a révidség kedvéért visszatériink a 5, = 1 — ay, jeloléshez.

Ur(z1, 1) = x‘flyfl = és Us(x2,y2) = SL’523/§2 = Co.

Kifejezve y1-et és yo-t mint xq, illetve xy fliggvényét:

C}/Bl C;/BQ
yi(an) = a1/f1 ©s ya(22) = as/Ba’
Ty Lo

A dobozba beillesztendd, a 2. fogyaszté valtozoit transzformalni kell:
Jo=1=1ya(z2) =1 =1yl —m1).

Megfeleld dllandépart vélasztva, az yi(x1) és az go(x1) kozombosségi gorbe éppen az
(x9,y7) egyensilyi pontban érinti egymést:

a =@M )" b =)l - )R
Az elvélaszto érint6 képlete y; = y? — p(z1 — z9).

A 14.1. abra készitésekor a 14.1. tabldzat utolsd el6tti (d6lt) sorabdl indulunk ki,
PE = (0,25;0,5) pont a piaci egyenstily.
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14.1. abra. K6zOmbosségi gorbék,
Cobb-Douglas
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x-termék

A kovetkezo példaban az Edgeworth-doboz segitségével meghatarozzuk a legegyszeriibb,
de elfajult altaldnos egyensulyi feladatot.

14.3. példa. Két személynek kétféle termékbdl eredetileg 150-150 egysége van.
(5.6)-féle hasznossagfiiggvényiik rendre Uy(zy,y1) = min[zy, 2y, illetve Us(za,y2) =
min[2z,, Y], azaz az 1. fogyaszténak egységnyi 1. termék kétszer olyan hasznos, mint
a 2. terméké, és a 2. fogyasztonal forditva.

a) Meghatarozzuk a csereegyensilyt.

Az optimalis elosztasokra a tokéletes helyettesithetetlenség miatt fenndll x; = 2y,
és 2xs = 9. A masodik optimalitasi feltételbe behelyettesitve az x1 + o = 300 és
Y1 + y2 = 300 mérlegfeltételeket, adodik

600 — 227 = 2(300 — z1) = 300 — y; = 27,
azaz
x] =200, y7 =100, z3=100, y;5 = 200.

A 14.2. abran csak az 1. személy adatait mérjik az origobdl, a 2. személy koordinatait
az az un. Edgeworth-doboz EK-sarkabdl szamitjuk. A piaci egyensulyi helyzetet (PE),
és a kiindulé allapotbdl (SQ) az egyenstlyba vezeté utat (e egyenes) képviseli.

14.2. ébra. Indulas és piaci

egyensuly
/ /
1
—_— y 1
150 4 o 1 SI(\Q
y2 I \ II /
2 B I \\ 3
&0 100 | N
=
g )
Y ) PE
!
50 / | II
I,
| ¢
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0 - ¢ - >
0 100 200 300

x-tengely
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b) Ratériink a Pareto-javitasok tartomanydnak meghatérozasara.

Az 1. egyént még nem éri veszteség, ha annyi Y termékrél mond le, hogy 75 egység
maradjon a tulajdondaban, mikozben megmarad 150 egységnyi X terméke. A 2. egyént
még nem éri veszteség, ha annyi X termékrdl mond le, hogy 75 egység maradjon a tulaj-
donéaba, mikozben megmarad 150 egységnyi Y terméke. E két szélsoség kozt helyezkednek
el a kiindul6 helyzethez viszonyitott Pareto-javitasok:

20 > 150, 40 >75, aS>75, yS > 150.

A 14.3. abran egy téglalap képviseli az Edgeworth-dobozban a Pareto-javitasokat.

14.3. 4bra. Pareto-javitasok

tartomanya
250 4
L 200 1
xdé SQ
8 150
A )
PE
100 + *
50 v ¥ v T v 7 T —>
50 100 150 200 250
x-termék

A szamolas végére érve megemlitjik, hogy e tételek tetszOleges szamu szereplore
és termékre is érvényesek. (Az elébbit konnyl, az utébbit nehéz bizonyitani.) Tulaj-
donképpen az igazi piacon két szereplé nem is konnyen allapodik meg egymassal, helye-
sebb azt képzelni, hogy nagyon sok egyforma 1, illetve 2. tipusu szerepld van.

A kovetkezo példa 3 termék 3 szereplo kozti cseréjét vizsgalja. Ez azért fontos, mert
gyakran el6fordul, hogy van két személy, aki nem akar egymédssal cserélni, de a harma-
dikkal mar igen. (Az &llamszocializmus idején a kényszerii bilateralizmus volt az egyik
legfontosabb gyengesége a Kolesonos Gazdasagi Segitség Tanacsanak.)

14.3. példa. A harmadik termék kezdo készlete wuy,, zard készletei z,. Az 1. sze-
replonek csak v-terméke van, és csak w-termékre vagyik. A 2. szereplonek csak w-terméke
van, és csak u-termékre vagyik. A 3. szereplonek csak u-terméke van, és csak v-termékre
vagyik. Konnyli belatni, hogy a piaci optimumban yf =1, 25 =1 és 25 = 1 és a tobbi
komponens 0. Az egyensulyi arak p =q¢ =1 > 0.

14.2. feladat. a) Altaldnositsuk a (14.1)-(14.6) képleteket 2-r81 H részvevére!
b) Miért nem konnyti az altalanositas n > 2 termékre? ¢) Hogyan oldhaté meg mégis a
szimmetrikus preferencidji n-termékes modell, ahol o, = 1/n,i=1,2,...,n?

Sokkal bonyolultabb a bizonyitds, ha a célfiiggvények nem olyan egyszertiek, mint
a 14.1. tételben, de kiilonosen, ha a fogyasztas mellett a termelést is modellezik. Az
altalanos tételt Arrow—Debreu 1954-ben igazolta.

Kiilon, itt nem targyalhato kérdés: hogyan lehet a sokszereplGs és soktermékes pi-
acon az egyensulyt kiszamitani? Van-e olyan dinamikus piaci algoritmus, amelynek
végeredménye az egyensulyi arvektor?
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14.2. Kivételek

Ez az optimalitasi tételpar azonban csak silyos megszoritasok mellett alkalmazhaté. Ki
kell zarnunk a kévetkezé bonyodalmakat. a) Tékéletlen verseny van: (kevés szereplé ver-
senyez, ezért a piaci egyensilyi mennyiségnél kevesebbet termelnek bizonyos termékbdl —
6.5. tétel). b) Kilsé (externdlis) hatdsok 1épnek fol (példdul a vasgyartét nem kényszeriti
az allam arra, hogy figyelembe vegye: az altala okozott kornyezetszennyezés masoknak
kért okoz; s ezért tobb vasat gyart, mint ha karpétolnia kellene a karosultakat). ¢) Aszim-
metrikus informdcio jellemzi a biztositast (példaul nem lehet j6 egészségiigyi biztositast
venni, mert az egészségesek nem hajlanddk az dtlagos kockazatot megfizetni). d) Kdzja-
vak 1éteznek (példaul minden egyes allampolgar feleslegesnek érzi a teljes ad6 befizetését
(8. fejezet), ha fogyasztd tigy érezheti, hogy semmi baj nem torténik, ha egyediil § nem
fizet az orszagos jarvanyelharitasért, a tv-miisorért stb., s ezért a termelOk Osszességében
az optimalisndl kevesebbet termelnek a kozjavakbdl). e) Rossz adottsidgaik miatt sokan
nem taldlnak a piacon tisztességes megélhetést, itt a Pareto-optimalitds nem segit. Két
kivételt részletesebben targyalunk: az aszimmetrikus informaciét és a kozjavakat.

Aszimmetrikus informacio

El6szor osszehasonlitjuk a kotelezé és az onkéntes egészségligyi biztositast, és Arrow
(1963) nyoman olyan modellt készitiink, ahol az énkéntes rendszer létre sem jon. (Maés
eszkozokkel vizsgaljuk e kérdést a 17.2. alfejezetben.) Rendezziik javuld egészségi dllapot
szerint sorba a népességet, és osszuk n > 1 egyforma létszamu osztélyba az allampolgarokat;
az i-edik osztaly egy tagja éves th-egészségiigyi biztositasanak koltsége ¢;, s ezek a szamok
szigoruan csokkeno sorozatot alkotnak:

ClL>C > >Cp_1 >cy, > 0.

Megjegyezziik, hogy az egészségiigyi kiadasokban nagyon nagy a kockazat: a népesség
5%-4ra jut az ellitdsa 50%-a.

Ha a biztositdsban mindenki részt vesz, akkor a tb alapelve szerint mind az n osztaly
az dtlagos ellatasi koltséget fizetné:

cLt -t

Ha az i-edik osztaly tagjai maganbiztositast valasztanak, akkor annak dija jéval na-
gyobb, mint a tb-é: d; > ¢;, de ez is monoton csokken:

diy >dy >-->d,_ 1 >d, >0.

Most kisérletképp tegyiik onkéntessé a th-részvételt, de a dij maradjon egységes.
Elképzelhetd, hogy ¢, > d,, s ezért az n-edik osztaly tagjai egységesen kilépnek a rend-
szerbdl, de a tobbi osztaly tagjai bent maradnak. Ekkor azonban novekszik a maradék
n — 1 osztaly atlagos biztositasi dija, s6t az n — 1-edik tipus maganbiztositasi dija folé
keriil:

c1+ -+ cpo1

Cn—1 = > dn—1>
n—1

igy mar a 2. legegészségesebb, n — 1 indexii osztaly tagjainak sem éri meg a részvétel:
Cn_1 > dy_1, azok is kilépnek.
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Tegytik fol, hogy az i-edik osztaly magandija éppen az i-edik osztdly tb-koltségének
és az elso i osztaly atlagos tb-koltségének a szamtani kozepe:

di:Ci+Ci, ahol Eizcl—F't‘—FCi

2 i ’

azaz ¢; < d; < ¢, © = n,...,2, azaz végul csak a legbetegebbek maradnak bent az
onkéntes rendszerben (mint Haydn Bucsu szimfénidgjaban, amikor a fizetetlen zenészek
egymas utan tavoztak a szinpadrol).

Kozjavak

Eddig csak olyan javak fogyasztasat modelleztiik, amelyekbd6l minden egységet egy idében
csak egy személy (vagy haztartas) fogyaszthatott — ezeket magdnjavaknak hivjuk. Van-
nak azonban olyan javak, amelyeket nagyszamu egyén egy idében fogyaszthat — ezek a
kozjavak.

Legegyszertibb kozjoszag a j6 levegé (kivéve, ha biuvarkodunk vagy magas hegységekben
turdzunk). Ha én jé levegét fogyaszthatok egy adott helyen, akkor barki més is ugyanezt
teheti. Hasonld a halozati tiszta ivoviz és a radidadas vagy a kozuti kozlekedés jelentos
része. Ezeknek a javaknak az eléallitdasanak koltségeit altalaban a kozosség fedezi, és
forrasa atalanydij vagy ado.

Bonyolultabb a helyzet a tv-adasok zoménél, amelyeket csak el6fizetéssel lehet igénybe
venni. Kis forgalom esetén a kozut kozjoszag. Nagy forgalom esetén érdemes lehet
autopalyat épiteni, s egyes szakaszokat fizetové tenni, de példaul a vilagvarosokat el-
keriil6 szakaszok igénybevétele — a nagyvarosok tehermentesitése miatt — altalaban in-
gyenes (kivétel: Budapest). Kornyezeti hatdsok csokkentése miatt Németorszagban az
autdpalya igénybevétele ingyenes, masutt kapukkal vagy matricaval teszik fizet6vé. (Ma-
gyarorszagon elészor ingyenes volt az autépélya, majd kapus, és 2001 6ta matricés.)

Sokaig a nyersanyagforrasok is korlatlannak tiintek, ezért igénybevételiikért a ki-
termelok csak mérsékelt dijat fizettek. Kiilon gondot okoz, hogy a fosszilis energia-
forrasok (szén, kéolaj, gaz) felhasznédldsa miatt a légkorben felhalmozédd széndioxid —
mas szennyezé anyagok mellett — a foldi 1égkort veszélyesen felmelegiti. Ma mar egyre
vildgosabban latszik a nyersanyagkincsek korlatozottsaga is, ezért egyre inkabb el6térbe
keriil felhasznalasuk megadoztatasa.

Még bonyolultabb a nagyvarosi kozlekedés megszervezése. Itt egymassal verseng a
tomeg- és az egyéni autds kozlekedés. A villamost gyakran fizikailag elvalasztjak az autos
savoktol, de kiilon buszsavok kialakitdsa viszonylag 1j fejlemény. Tovabbi kérdés, hogy
mennyire érdeke a csak autoval kozlekedoknek tamogatniuk a tomegkozlekedést: gyorsab-
ban haladhatnak és konnyebben parkolhatnak, ha a takarékosabb autdsok buszra szallnak.

Legszemléletesebb példa a kozlegel6k tragédidja (Hardin, 1968). A kozépkorban a
kozlegelok minden helybeli allattenyészto szamara szabadon rendelkezésre alltak. De ha
tul sok tehenet engedtek a legelokre, akkor a legel6 nem tudott regeneraldédni, és az
egyes tehenek kevesebbet tejet adtak. FEloszor még nott az Osszes tej mennyisége, de
egy bizonyos létszam folott akar az Osszmennyiség is csokkenhetett. A 14.2. tablazat
szemlélteti a helyzetet. Ha legfeljebb 9 tehén legel, akkor a tehenenkénti napi tejhozam
11 liter, de 10-nél mar csak 10 liter, és 11-nél mindossze 9 liter. Ha 8-rél 9-re n6 a tehenek
szama, az Osszhozam 88-rol 99 literre no, és még a 10. tehén beengedése is 100 literre
noveli az 0sszhozamot. De a 11. tehén beengedése mar csokkenti az 0sszhozamot is, ezért
érdemes kizarni.
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14.2. tablazat. A kozlegel6k tragédidja

Tehenek Hozam Osszhozam
szama
8 11 88
9 11 99
10 10 100
11 9 99

Akinek ez a példa tulsagosan régimodi, annak a kovetkez6 mai példat ajanlom a fi-
gyelmébe. A budai hegyvidék tobb része véleményem szerint tilzottan be van épitve.
Azok a hivatalnokok, akik engedték ezt a beépitettséget, igy okoskodhattak, hogy az
idetelepiiléknek még mindig tébb zold jut, mint amennyit el6z6 lakhelyiikon élvezhettek.
Nem lehet pontosan definidlni, hogy mekkora beépitettség lett volna a tarsadalmi opti-
mum, de 6sszehasonlitas alapjan érezhetem gy, hogy a jelenleginél kevesebb.
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15. Egyiitt é16 nemzedékek modellje

A valdsagos vilag egyik fontos stilizélt jellemzéje, hogy kb. 30 évente kihal egy nemzedék,
és helyére 1ép egy ujabb. (Természetesen egy normalis méretii orszaghan minden nap
sziiletik és meghal legaldbb egy tucat ember. Az éves allomanycserét is modelleztiik a
12.3. alfejezet nyugdijindexalasi modelljében. Tehat a nemzedék fogalma durva, de hasz-
nos egyszerisités.) A nemzedékek végtelen lancaban furcsa helyzetek allnak eld, példdul
a piaci egyensuly optimalitdsa (14.2. tétel) is felborul. Lényegében errél szol a hal-
mazelmélet legismertebb paradoxona, amelyet a 20. szézad elejének matematikus oériasa,
Hilbert a kovetkez6 népszerti alakban fogalmazott meg: egy végtelen szamu egyéagyas
szobabdl allo teli szalloda képes még egy vendéget befogadni. Valoban, az n-edik szobaban
laké n-edik vendéget tovabb kiildik az n + 1-edik szobédba, s ekkor a 1. szoba kiiiril az 1j
vendég szamara. Errdl szol az egytitt €16 nemzedékek altalanos egyensulyi dinamikus mo-
dellje is, amelyben a cserélodo fiatal és idés nemzedékek jovedelme eltéro, hosszu tavon
allandé. Az 5.3. megtakaritasi példat kovetve a fiatal nemzedék éppen annyit takarit
meg, hogy idoskoraban a fogyasztasa ugyanannyi legyen, mint fiatalkoraban vol. Két
feltevéssel éliink a kamatldbra irdanyulé vérakozasra. A 15.1. alfejezetben raciondlis (a
modellel 6sszhangban 16v6), a 15.2. alfejezetben pedig naiv (a jelent a jovobe kivetitd)
varakozast vizsgalunk

15.1. Dinamika racionalis varakozasok esetén

Minden id6szakban (amelynek hossza kb. 30 év, indexe t) két felnétt nemzedék él egyiitt:
a fiatal és az id6s. Eredeti jovedelmiik rendre y > z > 0 (id6ben &llandd), (¢, d;) fo-
gyasztasuk id6ben valtozé. Legyen a kamategyiitthaté R,y (=1+kamatlab), amely a
fiatalkori s; megtakaritast idoskorban R;.qs; felélhetd tokévé alakitja.

a) El6szor az un. hosszmetszeti feltételt vizsgaljuk.

Definicié szerint az egymast kovetd iddszakok fogyasztasa rendre

Ct =Y — S¢ és dt+1 =z + Rt+15t- (151)

Ebben az alfejezetben feltessziik, hogy ezt a fiatal pontosan elérejelzi, varakozasa
raciondlis, azaz a vart kamatldb megvalosul, a modellel 6sszhangban van. A szamolas
megkonnyitése kedvéért feltessziik, hogy a fogyaszté annyit takarit meg, hogy a fiatal- és
id6skori fogyasztasa egyenld legyen [vo. (5.6)]:

e = diya. (15.2)

Ekkor az optimalis s(R;1) megtakaritds az adott R kamategyiitthat6tdl a kovet-
kezéképp fiigg:
y—z

= 15.3
I+ Ry ( )

y— St =2+ Riy15e, azaz Sy

140



15 EGYUTT ELO NEMZEDEKEK MODELLJE

b) A keresztmetszeti feltétel adott idGszakban egyiitt é16 két nemzedékre vonatkozik.
Jelolje v > 0 a stabil népesség id6szakos népességnovekedési egytitthatot, ekkor igazolhato
a

15.1. tétel. Racionalis varakozas esetén a kamategytitthato-dinamika
v
Rt ’

Megjegyzés. Figyelemre mélt6, hogy (15.4) jobb oldala csokkend fiiggvény, ezért
az R° allanddsult allapot f6lotti/alatti kamategyiitthat6t a dinamika minden idészakban
az allanddsult érték ala/folé viszi: oszcillacid.

Bizonyitas. Az un. keresztmetszeti feltétel szerint a t-edik idészakban a fiatalok
megtakaritasa megegyezik az idosek extrafogyasztasaval. Heurisztikus meggondoléssal a
t + 1-edik id6szak R;.1s; extrafogyasztésa helyére egy idoszakkal visszatolva, R;s; 1-et
irunk. Mivel minden id6sre v fiatal jut, az egy iddsre jutd egyenleg két oldala vs; és
R;si_q:

Rign=v—1+ t=0,1,2,.... (15.4)

vsy = Rysi_1. (15.5)
Behelyettesitve (15.3b)-t ¢ + 1 és t-re (15.5)-be:
y—: _W-2R
14+ Reyq 1+ R,
Feltéve, hogy y # z, egyszeriisitiink y — z-vel, és reciprokot vesziink:
14+ Riyr 1+ Ry
” o R (15.6)

azaz (15.4) 4l O
Most pedig igazoljuk az allandosult allapot létezését altalaban és stabilitasat novekvo
létszamu stabil népességre.

15.2.  tétel. Stabil népesség és raciondlis vdrakozds esetén a (15.4) dinamika
allandosult allapota R° = v, s ez aszimptotikusan stabil, ha a népesség novekszik: v > 1.

Megjegyzés. A v > 1 feltevés sziikséges is az aszimptotikus stabilitashoz, hiszen
v < 1esetén Ry ~ oo esetén R; < 0 lenne. v = 1 esetét a 15.1. példa targyalja.
Bizonyitas. a) (15.4)-b6l R; = v behelyettesitéssel adédik Ry = v

v=v—-1+%  t=0,1,2,.... (15.4°)
1%

A jobb oldal szigori monotonitasa miatt més pozitiv gyok nincs.

b) A stabilitdsi bizonyitds alapotlete egyszerii: ahhoz, hogy a 7.2.* tételt alkalmazhas-
suk, az 1-1épéses helyett a 2-1épéses atmenetet kell vizsgalni. El6szor (15.4)-et id6tlenné
tessziik:

g(R)=v—1+ }%, (15.7)

Bevezetjiik g iteraltjat (ismételt behelyettesitéssel kapott fiiggvényét):

9(9(R)) =v =1+ (15.8)

v

v—1+v/R

Ez a fliggvény szigortian monoton novekszik a (0,00) szakaszon, egyetlen értelmes fix

pontja szintén v. A 7.2.% tétel szerint mind a paros, mind a pdratlan sorozat konvergdl

v-hez, tehat egyiitt is konvergalnak. 0
A 15.1. 4bra bemutatja a g(R) és g(g(R)) gorbét, valamint az R, ; = R, atlot.
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15.1. abra. Egyszerii és ismételt
dinamika racionalis varakozasnal

A :
Uj kamatlab
370 ...........................................................
o - = = - Ismételt -
N kamatlab
Q .
§ ............. Atlo
< ot st
g 2,5 ¥
a1 B
-
o) e
250 R -
1,5
1,0 4= . . . >
1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Régi kamatszorzo

15.1. példa. Figyelemre méltd, hogy a (15.4) kamategyiitthaté-dinamika a stabi-
litdsi tartomany szélén, v = 1 esetén 2-ciklust ad, de elvész az aszimptotikus stabilitas!

Valéban, ekkor R, 1 = 1/R; = R4, azaz

1
Rgt:Ro és Rgt_lz—, t:1,2,....
Ry

15.1. feladat. Programozzuk be a (15.4) dinamikit v = 2-re Ry = 1 és Ry = 3
kezdoallapot esetén!

Végil egy egyszerti becslést adunk arra, hogy milyen gyorsan tart a kamatlab az
allanddsult értékéhez. A 7.4.% tétel bizonyitdsi gondolatmenetét alkalmazva, kivonjuk
(15.4°)-t (15.4)-b6l, s az eltérési véltozé dinamikajat vizsgaljuk:

Feltéve, hogy v > 1, Ry < 1 esetén Rs; monoton tart v-hoz, tehat elég nagy t-re Ry > 1,
és Ry 11 > 1 mindig teljesiil. (Hasonld érvelés alkalmazhaté Ry > 1-re.) Ezért

|Ripn —v| < |Ry — v, t>T;

tehat minden idoszakban az eltérés abszolut értéke csokken. Minél kozelebb keriiliink az
allandésult dllapothoz, anndl jobban érvényesiil az elhanyagolt masodik tényezd, 1/R;,
azaz 1/v a zsugorité tényezd.

15.2. Dinamika naiv varakozas esetén

Ebben az alfejezetben a modern kozgazdasiagban dominans szerepet jatszd racionalis
varakozas helyett legegyszer(ibb ellenpéarként a naiv varakozast vizsgéljuk (1asd a 2.3. al-
fejezet sertésciklusét és a 6.4. alfejezet duopdliumat). Ekkor a szerepldk az eléz6 idszak
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tényleges kamatlabat vetitik ki a jelenre. A 30 éves idészak miatt mindkét varakozasi
feltétel egyformén irredlis.
Belatjuk a kovetkezo tételt.

15.3. tétel. Naiv varakozas esetén a kamategyiitthato-dinamika

A+ 1+ (i + R
R, = v +2”( TRe) gy (15.9)

Bizonyitas. A (15.4) feltételes megtakaritds és az idéskori tokefelélés helyére most

rendre
y -z éS (y - Z)Rt
1 -+ Rt 1 + Rt—l

keriil. Megfeleléen moédositva a (15.3) keresztmetszeti feltételt:

St(Rt) =

Yy—=z _(?J—Z)Rt

ey il vy (15.10)

(15.10)-t rendezve a kovetkezé mésodfoku egyenletet kapjuk:
R+ R —v(l+Riy)=0. (15.11)
A megoldéképletet felirva, és a pozitiv gyokot megtartva addodik (15.9). O

Beldtjuk, hogy ennek a rendszernek ugyanaz az R° = v az allandoésult allapota, de
aszimptotikusan stabil minden novekedési egytitthatora.

15.4. tétel. a) A naiv vdrakozdsos (15.9) dinamika allanddsult dllapota valéban
R° = v, b) s ez aszimptotikusan globalisan stabil.

Megjegyzés. Figyelemre méltd, hogy a (15.9) dinamika nemcsak, hogy mono-
ton novekszik, de emiatt az allanddsult dllapot folotti/alatti kamategytitthatot minden
id6szakban az dllandésult érték f6lott /alatt hagyja, ezért a 7.2.*% tétel kozvetleniil alkal-
mazhaté.

Bizonyitas. a) Beldthatd, hogy a (15.9)-bél adédé

F(R) = —1+\/1—;4u(1—|—R) (15.12)

kamategyiitthaté-leképezés egyetlen fix pontja valéban v. De a bonyodalmas szamolas
helyett elegendd a (15.11) allanddsult allapotat, (15.4°)-et vizsgédlni, ezt mar korabban
megtettiik. Belathat6, hogy [0,v) képe [0,v), s [v,00)-é [v,00). A gorbe konkav.
b*) 7.2.% tétel kovetkezményének specialis esete. O
A 15.2. dbra bemutatja az f(R) fiiggvényt, v = 1/2-re és v = 2-re.
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15.2. abra. Két dinamika naiv

varakozasoknal
A
———-v=2
Ne) X ,
S 2,0 . e Atlo
o o
§ 4
g 15
£ ]
-
g 101 e
|72) 1 --"
o 1 s
= ] =T
0.5 1 T
0,0 1 . . -
0,0 1,0 2,0 3,0

El6z6 kamatszorzo

15.2. példa. Figyelemre mélto, hogy a (15.9) kamategyiitthaté-dinamika v = 1 esetén
sem ad 2-ciklust!

A 15.1. feladatot most a naiv varakozas feltevésére irjuk at!

15.2. feladat. Programozzuk be a (15.9) dinamikdt v = 2-re az Ry = 1 és az
Ry = 3 kezddallapotra! Nézziik meg, hogy a racionalis vagy a naiv varakozas mellett
tart-e gyorsabban a palya az egyensilyhoz!

15.3. feladat. Programozzuk be a (15.9) dinamikdt v = 1/2-re az Ry = 1 és az
Ry = 1/3 kezddéllapotral

Megjegyzések. 1. Az egylitt él6 nemzedékek modellje kivaléan alkalmas a tb és a
magannyugdijrendszer modellezésére. Samuelson (1958) korszakalkoté cikke nyoman el-
fogadotta valt, hogy a tb-nyugdijrendszer bels6é hozamat el6szor a népesség névekedési
iitemével, kés6bb a gazdasag ndvekedési iitemével azonositsak, amelyben a munka-termelé-
kenység novekedési iiteme is megjelenik.

2. Ha a (15.2) szabaly mogotti Leontief-féle hasznossagfiiggvény helyébe redlisabb,
nagyobb idébeli helyettesitést megenged6 hasznossagfiggvényt irunk, akkor valtozik a
stabilitasi feltétel, és nemcsak elfajult esetben (y = z esetén) jelenik meg a masodik
allandosult dllapot, amely maga az autarkia (6nelldtds): s, = 0.

3. Csupan két egytitt é16 nemzedék feltételezése nagyon durva kozelités, és csak kva-
litativ megallapitasok szarmaztatasara alkalmas. A sok egyiitt élo korosztaly altaldnos
modellje — beliilr6l meghatarozott kamatlabakkal — azonban nem fér bele a konyvbe, de a
12. fejezetben érintettiik az S+ T korosztalyos nyugdijmodellt — 0-n rogzitett kamatlabak
mellett.
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16. Valodszinliség-szamitasi bevezetés

Ez a fejezet bevezetés a valdszinliség-szamitdasba: mér ismert valdszinliségli események
bizonyos kombinacidéinak a valoszintiségét szamitjuk ki. A 16.1. alfejezet a valdszintiség-
szamitas elemeit vazolja. A 16.2. alfejezet a valdsziniség-szamitas két alapfogalmat,
a varhato értéket és a szérast mutatja be. Ezek segitségével a 16.3. alfejezetben elvi
jelent6ségti felsé becsléseket adhatunk annak a valdszintiségére, hogy milyen gyorsan tart
az érmék dobdsszam-novelésekor a fejek (és hasonléan az irasok) relativ gyakorisaga 1/2-
hez (a nagy szamok torvényei).

16.1. Elemek

Annak idején (1961 és 1965 kozott) a magyar kozépiskoldban nem tanitottak valészintiség-
szamitasra, de azdta a kozoktatasban megjelent ez a téma is. A kozépiskolai valdsziniiség-
szamitas zome a kombinatorikara épit, és olyan kérdéseket vizsgdl, hogy példaul az 6tos
lottén mennyi a valdszintisége a telitaldlatnak. Az Ujszévetség is beszamol arrol, hogy
mar a romai katondk is jatszottak kockajatékot, ti. kockat vetettek a keresztre feszitett
Krisztus kdpenyére. Még egyszer(ibb a pénzfeldobds, amikor irasra (I) vagy fejre (F) kell
fogadni.

Meglep6 moédon azonban 1654-ig senki sem tudott megbizhatéan megoldani valészint-
ség-szamitasi feladatokat. Ekkor két francia matematikai langész, Pascal és Fermat
egymastdl fiiggetleniil megoldottak egy Osszetett valdszintiség-szamitasi feladatot, s ez-
zel megsziiletett a valoszinliség-szamitas. A nevezett feladat ismertetése helyett egy olyan
problémat mutatunk be, amelynek ,, megoldasa” sokaig kétségeket ébresztett.

16.1. példa. Két egyforma érmével egyszerre dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy
egymastdl kiillonbozo eredményt kapunk? Ha képzeletben megszamozzuk az érméket, és
1, 2 sorrendben irjuk fol az eredményeket, akkor négy egyforma valdsziniiségli esemény
létezik: FF, FI, IF és II, tehat az FI és IF egytittes valdsziniisége 1/2. Egyes forrdsok
szerint sokaig még a legkivalobb matematikusok sem ismerték fel, hogy az egyébként
megkiilonboztethetetlen FI és IF eseménypar most két elemi esemény, s ezért azt hitték,
hogy hogy 3 egyenld valdsziniiségi eseményiink van: egyenként 1/3 valdszintiséggel.

Kozépiskolas szinten a valdszinliség meghatarozéasa elott fol kell tenniink, hogy létezik
egy n-elemii véges alaphalmaz (a biztos esemény): Q, elemei wy, .. .,w, (az elemi esemé-
nyek). Feltessziik, minden w;-nek van valészintisége: p; > 0, melyek Osszege 1:

Yopi=ptoc =1
=1

Tetsz6leges A esemény (részhalmaz) valdsziniisége a tartalmazott elemek valdszintiségének

az osszege:
P(4) = sz'-
i€A

145



16 VALOSZINUSEG-SZAMITASI BEVEZETES

Sziikséglink van két halmaz unidjdnak (0sszegének) és metszetének (kozos részének) a
képletére:
AUB ={w|w e Avagy w € B},

ahol a vagy nem kizard, és
ANB={w|lwe A& we B}.

Széban: az unié minden eleme legalabb az egyik halmaz eleme, a metszet minden eleme
mindkét halmaz eleme.

A 16.1. példa alapjan azonban nem tehetjiik f6l, hogy €2 minden részhalmaza meg-
figyelhetd (pl. az IF és az FI részhalmazok kiilon-kiilon nem figyelheték meg). Ezért
bevezetjik a megfigyelhetd halmazok in. algebrdajat: A-t, amelynek barmely A és B
elemére (ezek Q) részhalmazai), ezek unidja és metszete is benne van az algebrédban.

Sziikségiink lesz még A kiegészitd halmazara, amelynek pontosan azok az elemei, ame-
lyek A-nak nem elemei:

A=0NA={w|w¢gA}
Nyilvanvald, hogy P(A) = 1 — P(A).

16.1. példa. (folytatds) Két megkiilonboztethetetlen érme egyiittes feldobasakor
megfigyelheté halmazok az iires és a teljes halmazon kiviil: ITFU FI, II, FF.

A valoszintliség egy alaphalmaz bizonyos részhalmazain definidlt, skaldarértéki fliggvény,
amely minden A € A-hoz egy P(A) nemnegativ szamot rendel, amely legfeljebb 1, s emel-
lett teljesiilnek a kovetkezd Osszefliggések; ha két esemény egymast kizéarja, akkor egytittes
valoszintiségiik a két valdszintiség Osszege:

ha ANB =10, akkor P(AuUB)=P(A) +P(B),
valamint a kizdrhaté esemény valoszintisége 0, a biztosé 1:
P®)=0 és P(Q) =1

Az un. klasszikus valdszinidség-szamitdsban minden elemi esemény egyforma vald-
szinliségli: p; = 1/n, és egy Osszetett esemény valdszintlisége a kedvezd és az Osszes
események hanyadosa: p = k/n. Legegyszer(ibb példa, amikor a szimmetria sériil, az
Ujsziilottek természetes megoszlasa fiikra és lanyokra: 0,514 vs. 0,486. (Olyan térsadal-
makban, mint pl. a kinai vagy az indiai, ahol a fitk értékesebbek, mint a lanyok, ultra-
hangos vizsgélat utani abortusz miatt a fiitébblet sokkal erésebb lehet.)

Megjegyezziik, hogy ha végtelen halmazokat, példaul a természetes szamok halmazat
vagy a [0,1] szakaszt mérlegelnénk alaphalmazként, akkor nagyon bonyolult technikai
részletekbe titkoznénk.

A legegyszeriibb véletlen esemény az, amely vagy bekdvetkezik (siker), vagy nem (ku-
darc) — példdul, hogy egy kockaval 6-ost dobok vagy érmével fejet. Legyen p egy 0
és 1 kozotti szam; ha a siker bekovetkezésének a valdszintlisége p, akkor elmaradasanak
valésziniisége 1 — p. (Két fenti példdban: p = 1/6, illetve p = 1/2).

A valésziniiség-szamitasban alapvet6é fogalom két esemény fiiggetlensége, amelyet itt
a feltételes valosziniliség megkeriilésével hatarozunk meg. Legyen a két esemény A és
B, egyedi és egylittes valészintisége rendre P(A), P(B), P(AN B). Azt mondjuk, hogy
a két esemény egymastol figgetlen, ha egyiittes eléfordulasuk valdszinlisége az egyedi
valoszintiségiik szorzata:

P(AN B) = P(A)P(B).
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Szampélda. Tegyiik fol, hogy egy magyar gimndziumban az érettségizok 1/4-ének
van kozépfoku francia nyelvvizsgdja és 1/5-e jeles matematikab6l. Ha a két esemény
fiiggetlen egymastdl, akkor az érettségizék 1/20-anak van egyszerre francia nyelvvizsgéja
és matematika jelese. (A 20 {6s osztélyban 5 francia nyelvvizsga, 4 jeles matematikus van,
és csak 1 francianyelvizsgas jeles matematikus.)

A 16.1. példaban a két érmedobas eredménye egymastol fliggetlen, s ha megszamoztuk
volna az érméket, akkor a megfigyelhet6vé vélas utdan P(FI) = P(F)P(I) stb. Természe-
tesen vannak nem fiiggetlen események is: példdul 4 és A, ha 0 < P(A),P(4) < 1. (A
késobbi 16.3. feladatban szereplé Markov-lanc egymast koveto valdszintiségi valtozoi sem
fiiggetlenek.) A tovabbiakban féleg fiiggetlen eseményekkel foglalkozunk.

Tegyiik fol, hogy egy p siker-valdszintiségli kisérletet n-szer megismétliink. Kérdés:
mennyi a valészinlisége, hogy a siker k-szor fordul el6?

16.1. tétel. Annak a valdszintisége, hogy n fliggetlen kisérletbsl k szamu lesz a
sikeres,

n! k —k
=—— 9" (1—p)" k=0,1,...,n. 16.1
k‘(n—k)'p( p) ) ) , ( )

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy a siker pontosan az iy, ..., sorszamu kisérletben
fordul el6. Kombinatorikabdl ismert, hogy n kisérletbél k-t (a sikereseket)

Pin

n!

El(n — k)!

féleképp lehet kivédlasztani (ezek az elemi események). A kisérletek fliggetlensége miatt
egy adott sorozatra a k szamu siker valdszintisége p*, az n — k szamu kudarc valészintisége
(1 —p)" ", tehat (16.1) teljesiil. O

Figyelemre méltd, hogy (16.1)-ben éppen az n-edfoku binomidlis kifejezés tagjai for-
dulnak el6. Ez még vildgosabb, ha bevezetjiik a ¢ = 1 — p jelolést:

n __ - ,n" k n—k
l=(p+aq) —Zm?q :
k=0

Ezért a (16.1) eloszlast n-edrendd binomidlis eloszldsnak nevezziik. Egyébként a binomialis
tétel az algebra és a kombinatorika kozti szoros kapcsolat torténelmileg elsé példaja.

16.1. példa. (folytatds) n =2 és p = 1/2 esetén (16.1)-ben 3 tag van, értékik 1/4,
1/2 és 1/4.

16.2. Varhato érték és szoras

Eddig csak véletlen eseményekrdl beszéltiink, de érdemes bevezetni a valdszintségi valtozo
fogalmat is: legyen zq,...,x, valés szamsorozat, X = z; teljesiil p; valdoszintiséggel.
Példaul a kockanal x1 =1,..., x5 = 6, de a fejvagy-irdsnél onkényesen kell vélasztani a
valésziniiségi véltozot: példdul z; =1 (fej), xo = 0 (irds).

Nyilvanvaléan adodik az X wvdrhato értékének definicidja:

EX = szl'z (16.2)
i=1
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Ez a szam a lehetséges kimenetelek valoszintiségeikkel silyozott atlaga. A fej-vagy frasnél
a varhaté érték 0,5, a kockadobdsndl a varhatéd érték 3,5. Harmadik példa: egy tanuld
kiilonféle tantargyi jegyeinek az atlaga.

Nyilvanvalo, hogy tetszoleges ¢ dllanddval beszorozva a valdszintiségi valtozét, a varha-
t6 érték is c-vel szorzédik: E(cX) = cEX.

Késobb még sziikségiink lesz a kovetkezo elemi tételre, amely egy trividlis, mégis hasz-
nos felsé becslést ad: legfeljebb mekkora lehet annak a valdszintisége, hogy egy pozitiv
értékili valoszinliségi valtozo nagyobb, mint a varhato érték 2-szerese, 3-szorosa, altalaban
A-szorosa? A megoldas azon alapul, hogy a ,legrosszabb” esetben a véltozé két értéket
vesz fol: a varhato érték A > 1-szeresét vagy 0-t, és ekkor a varhatd érték a keresett
valdszintliség és a pozitiv érték szorzata: EX = P(A)AEX, tehdt P(A) < 1/A.

16.2. tétel. (Markov-egyenlStlenség, 1890 koriil.) Ha X > 0, X nem azonosan 0,
és A > 1, akkor

1
P(X > AEX) < 1. (16.3)

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy n > 1, (z;)_; monoton névekvé sorozat, és az m index
(ha létezik) valasztja el X-nek a AEX-nél nem nagyobb és nagyobb értékeit:

0 <z, <)AEX <2,

r; < AEX esetén X-et 0-val becsiiljiik alulrdl, egyébként AE.X-szel. Behelyettesitve
(16.2)-be:

EX = Xm: i + Zn: pizi > AEX Zn: p; = \AEXP(X > \EX),

=1 i=m-+1 i=m-+1

azaz EX > 0-val elosztva mindkét oldalt: 1 > AP(X > AEX). Innen adddik (16.3). O

16.2. példa. Ha kivancsiak vagyunk arra, hogy a dolgozdk hanyad része keres tobbet,
mint az atlagkereset 3-szorosa, akkor a Markov-egyenl6tlenség A = 3-mal nagyon pon-
tatlan valaszt ad: legfeljebb 1/3-a. Magyarorszagon 2012-ben, amikor kb. az &dtlagbér
3-szorosa volt a nyugdijjarulék-alap plafonja, a tényleges plafont kb. a jarulékfizeték 3%-a
érte el — a becslés 1/10-e. (Javithaté a becslés, ha bevezetjik a £ > 0 jelolést a mini-
mum és az atlag hanyadosara: P(X > AEX) < (1 —¢)/(A — €). Esetiinkben ¢ = 0,5-re
P(X >3EX) < (1-0,5)/(3—10,5) =0,2.)

Az atlag mellett sziikség van azonban a szdrdsra is, amely azt mutatja, hogy mennyire
véletlen a véltozd, azaz mennyire ingadozik a varhato értéke koriill. Egyszerii volna a
vérhaté értéktél mért kiilonbségek abszolit értékének a varhaté értékét venni (vo. 8.1.
alfejezet):

X=> pilz; - EX].
i=1
Hamarosan latni fogjuk, hogy analitikusan azonban elényosebb egy négyzetosszeges de-
finicié (v6. 11.2. alfejezet):

DX = | > pilz; - EX|*. (16.4)
=1
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Még jobb a szérdsnégyzetet szerepeltetni (vo. a 16.4. tétel):
D’X =E(|X —EX[") =) pifz; - EX|. (16.4")
i=1

Nyilvanvalo, hogy tetszoleges ¢ > 0 allandoval beszorozva az X valdszintiségi véltozot, a
szoras is c-vel szorzédik: D(cX) = cDX.
A kovetkezé feladat egyszertisiti (16.4")-t.

16.1. feladat. Igazoljuk, hogy

D’X = EX? — (EX)?! (16.4")

A kovetkezo egyenlétlenséget méar korabban, a 10.4. tétel kovetkezményeként, masképp
igazoltuk.

Kovetkezmény. n szdm sulyozott négyzetes kozepe legaldabb akkora, mint siulyozott

szamtani kozepe:
EX? > /(EX)?,
és eqyenloséq csak dllando sorozat esetén dll.

16.3. példa. Legyen X értéke siker esetén 1, kudarc esetén 0. Ekkor EX = p és
D2X = p —p? = p(1 — p) — ezt nevezik Bernoulli-féle valoszintiségi valtozénak.

Hogyan lehet két valdszintiségi valtozd Osszegét és szorzatat definialni? Példaul annak
idején kozponti kérdés volt a kockajatékosok szamara, hogy miképp oszlik el két kocka
egylittes dobasakor az eredmények Osszege. X mellé bevezetiink egy masik, Y valdszini-
ségi valtozot, a kovetkezo valdszintliségi eloszlassal: legyen vy, ..., 4, valos szamsorozat,
Y = y; 4ll ¢; valészintiséggel. ElGszor az egyiittes eloszldst definidljuk: r;; = P(X =
z;, Y = y;) az (i,]) egylittes valoszintisége. Az Gn. peremeloszldsok sor- és oszlopGssze-
gekkel vannak meghatéarozva:

pi:ZTij, 1=1,...,n és qj:Zrij, j=1,...,m.
=1 i=1
Kiilon megadjuk a két valtozé fiiggetlenségi feltételrendszerét:

A kétdimenzios eloszlast és két peremeloszldsat a 16.1. tablazatban szemléltetjiik.

16.1. téablazat. Egyitittes eloszlas

Y |y» e Yj e Ym osszesen
X
T 11 15 T1im h
Z; Ti1 Tij Tim Di
Tn, Tni1 T Tnj T T'nm Pn
Osszesen| q; e q; e Om 1
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Az X +Y valészintiségi valtozd: z1+y1, ..., 2i+Y;, ..., Tn+Ym, és az XY valdszinlségi
véltozo pedig x1y1, ..., 2:Y;, - - ., TnYm, mindkettd egyiittes (r;;) valoszinliségekkel.

Erdemes az n-edrendii binomidlis eloszlds varhaté értékét és szérasat kiszamitani.
Nehéz volna azonban (16.1)-et behelyettesiteni (16.2)-be és (16.4’)-ba, segitségképp két
altalanos tételt mondunk ki a konkrét szamités el6tt. Az els6 szinte magatol értet6do.

16.3. tétel. Két valosziniiségi valtozo osszegének a varhato értéke a varhato értékek
osszege:
E(X+Y)=EX +EY. (16.5)

Bizonyitas. a) Jeldlési bonyodalmakat elkeriilendd, el6szor a legegyszeriibb esetet
mutatjuk be, ahol mindkét valtozé 2-2 értéket vehet fol. Ekkor konnyen kifrhatjuk a
(16.5) bal oldaldt.

EX+Y)=riu(zi +u) +rie(z +y2) + ra(xe + y1) + roa(xs + yo2).
Kiemelve a jobb oldalon az egyes x; és y; értékeket:
E(X +Y) = (ri +7mi2)z1 + (ra1 + 722) 20 + (111 + r21)y1 + (112 + 722) 1.
Felhasznalva a peremvaldszintiségeket:
E(X +Y) = piz1 + paza + Qi + @2y = EX + EY.

b) Az altalanos esetben definici6 szerint

> 5 rita Z(zr» xl+z<z%) TED SRS yo

ahol az elso egyenl6ség jobb oldalan a méasodik kettds 0sszegben felcseréltiik a sorrendet.
O
Teljes indukcioval a 16.3. tétel tetszoleges tagszamu Osszegre kiterjesztheto.
Bonyolultabb a szérasnégyzet esete, itt egyelore kikotjik a két eloszlas és a megfelel6
véletlen valtozok fliggetlenségét.

16.4. tétel. Két fiiggetlen valosziniiségi valtozo oOsszegének a szorasnégyzete a
szorasnégyzetek osszege:

D*(X +Y) = DX + D?. (16.6)

Megjegyzés. Figyelemre mélto a hasonlésag a Pitagorasz-tételhez. Tekintsiink egy
sikot, amelyben az X vektor végébdl indul a r4 merdleges Y vektor, akkor ereddjiik éppen
az atfogd: X + Y, stb. Ugyanakkor Y = X esetén D?*(X + V) = 4D2X, mig Y = —X
esetén D?(X + Y) =0.

Bizonyitas. Erdemes bevezetni az X=X-EXéazy =Y-EY ktilonbségudltozokat.
Ekkor EX = 0, D2X = EX2? = D2X, valamint a 16.3. tétel hiromtagi altaldnositdsa
szerint

DX +Y)=E(X +Y)?=EX?+2E(XY) +EY?
Csak azt kell még beldtnunk, hogy E(XY) = 0.

Itt is el6szor a 2 x 2-es esetet vizsgaljuk, és csak aztan tériink ra az altalanos n x m-es
esetre.

a) Specialis eset

A A

E(XY) = piqii1th + pr1getila + paqiZal + paqadals.
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Kiemelve p;1-ot és poZo-ot, valamint felhasznalva, hogy a kiilonbségvaltozdk varhato
értéke 0,

E(Xf/) = p121 (01 + @202) + p222(G191 + G2U2) = (P11 + pat2) (@11 + g2ya) = 0.

b) Altaldnos eset
Behelyettesitéssel és az r;; = pigj, (1 = 1,2,...,n;j = 1,2,...,m) fliggetlenségi
feltételrendszert hasznalva,

=1 j=1 i=1 j=1
C

Teljes indukcidval a 16.4. tétel is tetszoleges tagszamu osszegre kiterjesztheto, csak a
valdszintiségi valtozok paronkénti fiiggetlenségét kell feltenniink.

16.4. példa. Barmilyen n-edrend binomidlis eloszlas valdszinliségi valtozojat T,,-nel
jeloljiik, ez a sikerek szamat adja meg.

16.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az n-edrendii binomidlis eloszlasu valészintiségi
véltozé vérhaté értéke np, szérasnégyzete np(1l — p)!

Kovetkezik egy fontos egyenlotlenség, amely egy tetszoleges valdszinliségi valtozo var-
hato értékétol vald eltérési valészintiségét becsli feliilrdl a szoras segitségével.

16.5. tétel. (Csebisev-egyenlStlenség, 1867.) Legyen az X valoszinliségi valtozo
varhato értéke p és szorasa o > 0. Ekkor € > o esetén

o2

P(|X —ul>e¢) < =

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Markov-egyenlétlenséget (16.2. tételt) az Y = | X —pul? >

0 valdszintiségi valtozéra. Definicié szerint EY = o2, €2 = \o?. O

Megjegyzések. 1. Csebisevrdl tobb fontos egyenlétlenséget is elneveztek; ez a vald-
szinliség-szamitasi egyenlétlenség, a 10.5. tétel viszont az Osszegegyenldtlenség.

2. Az idopontokbdl nyilvanvald, hogy Csebisev elobb alkalmazta a Markov-egyenlo-
tlenséget, mint ahogy Markov kimondta volna.

16.5. példa. Egy egyenlotlenséget élesnek neveziink, ha esetenként egyenldségre tel-
jesiil, pl. a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenl6tlenség. Figyelemre méltd, hogy a
szimmetrikus pénzfeldobdsnal a Csebisev-egyenl6tlenség bizonyos esetben éles: p = 1/2,
(0 =1/2), e =1/2 esetén

P(|X —-1/2[>1/2)=1.

16.3. A nagy szamok torvényei

Ebben az alfejezetben bebizonyitjuk az Un. mnagy szamok gyenge torvényét. Legyen
Xq,..., X, n darab paronként fiiggetlen és azonos eloszldsi valdszintiségi valtozd, ame-
lyeknek 1étezik kozos varhato értéke: p és kozos szérdsa: o > 0. Képezziik a szamtani
kozepiiket:

B Xl + .+ Xn
= - .

Sn

(16.7)
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A 16.3. tétel és a linearitas miatt ES,, = p.

Heurisztikusan a nagy szamok torvényei azt mondjak ki, hogy paronként (vagy telje-
sen) fiiggetlen valésziniiségi valtozdkra sok ismétlés utédn a szamtani kozép sztochasztiku-
san a kozos varhaté értékhez tart. (De ennek igazahoz alkalmas korldtosséagi feltétel kell,
példdul véges szérds.) A gyenge torvény csak az eltérés valdszintliségét korldtozza, az itt
nem taglalt erés torvény viszont majdnem minden elemi eseményre is igazolja a konver-
genciat. A gyenge torvény megengedi, hogy minden n-re mas és mas halmazon legyen
nagyobb e-nél az eltérés, az erds torvény ezt egyre kisebb kivételes halmazokra korlatozza.
(Legegyszertibb esetben ez utébbi térvény azt az evidens allitast mondja ki, hogy a [0, 1]
szakasz pontjait 2-es szamrendszerben felirva, majdnem minden szam kifejtésében a 0-k
és az 1-esek részaranya azonos: 1/2-1/2. Meglep6 lenne, ha példaul a ,t1l sok” szdmra a
relativ gyakorisdg nem tartana egy hatarértékhez. Ha van hatarérték, akkor szimmetria
miatt 0,5.)

Formalisan

16.6.  tétel. (Csebisev tétele, 1867, a nagy szamok gyenge térvénye.) Annak
valoszintisége, hogy a (16.7)-ben definidlt szamtani kozépnek a kézés varhato értéktol
abszoliit értékben vett eltérése nagyobb, mint egy tetszoleges € > 0 szam, n-nel forditottan
aranyos felsé korlattal becstilheto:

2
o
P(|S, —pu| >¢) < —. 16.8
(18, —nl>2) < 5 (16.8)
Megjegyzés. A tételt el6szor a legegyszertibb alakban Jakob Bernoulli bizonyitotta
be (posztumusz publikaci6: 1713).
Bizonyitas. Alkalmazzuk a Csebisev-egyenl6tlenséget (16.5. tételt) a Z, = S,,/n >0
valészintiségi valtozéra. A 16.3. és 16.4. tétel értelmében EZ,, = p és D22, = 0?/n. U

Megjegyzések. 1. Statisztikai alkalmazasokban a tételt megforditva alkalmazzuk:
ha meg akarjuk vizsgalni, hogy a siker valdsziniisége tényleg p, akkor naiv médon éppen
az ismételt dobasok atlagat vessziik. Példaul ha 100 dobasbdl 30 db fej, akkor p = 0,3
becsléssel éliink.

2. Egyébként bonyolultabb eszkozokkel sokkal pontosabb becslést is kaphatunk (16.8)
jobb oldalara, de ezt az eshetdséget csak jelezziik a 16.7. példa végén.

16.6. példa. A gyakorlatban gyakran éliink az ¢ = o valasztassal. Ekkor
1
P(|S, —pul>0) < —. (16.8")
n

16.7. példa. Legyen X =1 a fej, X = 0 az irds, azaz p = 1/2, p = 1/2, 0 = 1/2,
tehdt e = 0,05 esetén 10000 dobdsndl P(]Sio000 — 0,5] > 0,05) < 1/100 = 0,01 — elég
elbatortalanité becslés. Ugyesebb szamoldssal mar n = 1283 kisérletre is igazolhaté a kis
hiba.

16.8. példa. Ha n = 3-szoros fej-vagy-irast vizsgaljuk, akkor a négy valdszintliség

rendre

1 3 3 1
= - =0,125; =-=0,375 = —-=0,375; = - =0,125.
Po.3 3 ) ;o P13 3 ) P23 3 ) ;P33 3 )

Mivel S5 lehetséges értékei 0, 1/3, 2/3 és 1, vilasszuk (16.8") szerint a minimalis
eltérést, e = 1/2—1/3 = 1/6, s ez esetben P(|S5 — 1/2| > 1/6) = 0,25; holott (16.8) jobb
oldala értelmetlentil nagy: (1/2)%/[(1/6)? - 3] = 3.
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A kovetkezo feladat a nem fiiggetlen valdszintiségi valtozok viselkedésére vonatkozik,
de specialis megfogalmazasa miatt kozépiskolds keretek kozott is vizsgalhaté (vo. 4.3.
alfejezet).

16.3. feladat. Tekintsiink egy 2-allapoti Markov-lancot, ahol a rendszer a t-edik
id6szakban rendre p; és ¢; valoszinliséggel van az 1., illetve a 2. allapotban, p, + ¢, = 1.
Adott « és # atmenet-valosziniiségek esetén az allapotvaldszintiségek a kovetkezo szabély
szerint valtoznak (0 < a, f < 1):

Dt+1 :Oépt—F(l—ﬁ)Qt és di+1 = (1—04)1%‘1‘5% t=0,1,2,....

Példaul egy fizikai rendszer minden idészakban két dllapotban lehet: 1 és 2, és az adott
allapot valdszintisége csak az el6z6 idoszak édllapotatdl fiigg. (Ha o + f = 1, akkor a
rendszer allapotvaldszintisége minden id6szakban «, illetve (3.)

a) Hatérozzuk meg a rendszer (p°,q°) staciondrius allapotvalészintiség-parjat, azaz
ahol az édllapotvaldszintiségek idében allandoak!

b) Igazoljuk, hogy akarmilyen py > 0 és go = 1—pg > 0 kezddéllapotbdl inditva a rend-
szert, (pg, q;) tart (p°, ¢°)-hoz, azaz hosszi tdvon a rendszer rendre p° és ¢° valdsziniiséggel
van az 1. és a 2. allapotban!
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17. A biztositas és a szerencsejatékok alapmodelljei

A 17. fejezet a biztositas és a szerencsejatékok alapmodelljeit mutatja be. A biztositas
lényege: a biztositotarsasag sok nagyjabdl egyforma és egymastol fliggetlen kareseményt
biztosit tigyfelei szamara — biztositasi dij ellenében karpotolja a karosultakat. Mivel az
Osszkdr relativ szérasa (szérds/kar, ahol a széras a véletlen valtozé ingadozasanak (16.4)-
ben definialt értéke) nagyon kicsiny, ezért az elegend6 t6kével és jol miikods halézattal
rendelkezé biztosité viszonylag kis felarral fedezi a kart. Kozgazdasagi szempontbol
kiilonlegesen érdekes eset, ha a kar valdsziniiségét noveli a biztositdas megléte: ez a
moralis kockdzat, ekkor célszerii onrészesedéssel csokkenteni a kar valdszintiségét. Ha
a kis- és a nagykockazatiuak elére nem kiilonboztethetok meg egymastol, akkor atlagos
dijszabas esetén gyakran csak a nagykockazatiaknak érné meg a biztositas megkotése,
ez a kontraszelekcio. Viszont megfelel6 onrészesedés bevezetésével a kisebb kockazatuak
megkiilonboztethetik magukat a nagyobb kockazatiaktol.

A biztositas harom alapmodelljét mutatjuk be: a 17.1. alfejezetben a klasszikust, a
17.2. alfejezetben a moralis kockazatét és a 17.3. alfejezetben a kontraszelekciéét. A 17.4.
alfejezetben kitériink a biztositas tiikorképére, a szerencsejatékokra, ahol a részvevék nem
csokkenteni, hanem novelni akarjak a kockazatokat.

17.1. Klasszikus biztositasi modell

A klasszikus biztositasi alapmodell a kdvetkezd. Van n (nagy)szamu egyén, akiket egymés-
tol fliiggetlentil, azonos p valészintiséggel érhet kdr, amelynek értéke d > 0. Egy biztositd
e = pd(1 + m) dijért hajlandé az egyéni kart biztositani, ahol 7 > 0 a biztosité bruttd
(koltségeit is tartalmazd) haszonkulesa (profitrata) biztositottanként. A kérdés: milyen
tovabbi feltételek mellett éri meg az egyéneknek, illetve a biztositonak biztositast kotni?

Tegyiik fol, hogy az egyén vagyona 1 egység, amely nagysagrendben 0sszemérheto a
karértékkel. Példaul hostinknek volt 6 mFt megtakaritott pénze, s ebbdl vett egy 5 mFt
értéki autot. A kotelezo biztositas mellett autdjat még biztositja az onmaganak okozott
kar és a lopas ellen is. Els6 latasra nem érdemes Casco-biztositast kotnie, hiszen a varhato
kar kisebb, mint a biztosan kifizetett dij: pd < pd(1 + ).

Ahhoz, hogy biztositds megkotése mellett dontsiink, a varhaté hasznossdagot kell mérle-
gelniink. Legyen u(-) egy megfelel6 szakaszon értelmezett, szigorian névekvo és szigorian
konkav skalarértékii fiiggvény, amely megadja, hogy szubjektive mennyit ér az egyénnek,
hogy ha kar esetén van vagy nincs autébiztositasa. Bal oldalra irjuk a biztositasi dijjal
csokkentett, de biztositott értékii vagyont. Jobb oldalon a vdrhato hasznossdg két tagja
szerepel: p € (0,1) valészintiséggel a biztositatlan auté tulajdonosianak a kar bekovet-
kezése esetén tapasztalt hasznossaga, és ¢ = 1 — p valdszintiséggel a szerencsés kimenetel
hasznosséga. (Ekkor utélag visszatekintve felesleges lett volna a biztositas, mert nem volt
kéreset.) A kérdés az, hogy mikor lesz a bal oldal nagyobb, mint a jobb:

u(l —e) > pu(l —d) + qu(1).
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A 17.1. dbra u(z) =logz, p=1/2, d =1/2, azaz e = pd = 1/4 esetét mutatja be.

17.1. 4bra. Biztositas hasznossaga
Karvaldsziniiség
0,0 0,5 1,0

0,1 >

-0,2 S

-0,3 =

0,4 >

0.5 Van biztositas ~o \
0,6 >

-0,7 - = = = Nincs biztositas N

Hasznossagok

0,8

Figyelem: 0 < p < 1, mert soha (p = 0) vagy biztosan (p = 1) bekovetkezd
kareseményeket nem érdemes biztositani. Az egyszeriiség kedvéért egyeldre eltekintiink a
biztositasi haszontdl (profittél): m = 0 esetén ey = pd, ekkor kimondhatjuk a kévetkezd
tételt.

17.1. tétel. Ha az egyén hasznossagfiiggvénye szigoriian novekvé és szigorian
konkdv, és a biztositasi dij csak a varhaté kart fedezi (nincs biztositéi haszon (méasképp:
profit): m = 0), akkor teljestil

u(l —pd) > pu(l —d) + qu(1),
azaz érdemes biztositast kotni.

Bizonyitas. A szigortu konkavitas definicidja szerint tetszoleges p,g =1 —p > 0 és
x # y szamokra u(pzr + qy) > pu(z) + qu(y). Nyilvanval6 valasztas: x =1 —d és y = 1,
akkor pr +qy =p(1 —d)+q=1—pd. O

17.1. feladat. Ha biztos a kar, akkor tényleg nem érdemes biztositast kotni? Miért
nem érdemes biztositast kotni, ha linearis a hasznossagfiggvény?

Felvetodik a kérdés: miért képes a biztositd viszonylag kis haszonnal biztositast nyj-
tani? Mert a 16.6. (Csebisev-)tétel értelmében, ha sok olyan egyén kot biztositast, akiket
fenyegetd kar egyforma és fliggetlen, akkor az egy biztositottra juto kifizetés relativ szérasa
nagyon kicsiny, a biztositd kockazata elhanyagolhaté.

17.2. feladat. Miért nem érdemes az allamnak biztositast kotnie vagyontargyaira?

Elvben meghatarozhaté azt a 7° biztositéi haszonkules, amely mellett az egyénnek
k6zombos, hogy kot-e vagy sem biztositast:

u(l —pd(1+7°)) = pu(l —d) + qu(l). (17.1)

17.1. példa. Az u(z) = logz hasznossigfiiggvény esetén szemléltetjiik a haszon,
illetve -kulcs paraméterérték-fiiggését a karvaldszintiségtol és a kartol. Ekkor bevezetve a
h = mpd biztositéi hasznot, (17.1) egyszertisodik:

log(1 — pd — h) = plog(1 — d). (17.2)
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(17.2)-bél ki lehet fejezni h-t:

l1—pd—h=(1-d)?P, azaz h=1—-pd—(1—d)pP.

Szampélda: p és d 0,2; 0,4 és 0,6 értéket veszi fol: 3 x 3 =9 eset. A 17.1. tablazat szerint
a maximalis biztositéi haszon kis relativ kar (0,2) és kis kédrvalészintiség (0,2) mellett
csupdn csak 0,004 vagyonrész, mig nagy relativ kér (0,6) és nagy kéarvalészintiség (0,6)
mellett 0,063; a haszonkulcs kis relativ kar (0,2) és nagy karvaldszintiség (0,6) mellett

csupan csak 4,4%, mig nagy relativ kar (0,6) és kis kdrvaloszintiség (0,2) mellett 39,5%.

17.1. tédblazat. A maximélis biztosit6i haszon (h) és haszonkules (7)

Kaérval6szintiségek (p)
Kér (d) haszon (h) haszonkulcs ()
0,2 0,4 0,6 0,2 0,4 0,6
0,2 0,004 0,005 0,005 0,091 0,067 0,044
0,4 0,017 0,025 0,024 0,214 0,155 0,100
0,6 0,047 | 0,067 |0063 |0395 |0279 |0175

Ezen a ponton kitériink a Bevezetésben emlitett Lucas-féle anticiklikus jovedelemki-
egyenlitésre. Tegyiik fol, hogy a reprezentativ dolgozo keresete 1/2-1/2 valdszintiséggel w;
és wy, 0 < wy < we, és lehetéség lenne teljes jovedelemkiegyenlitésre: v = (wy—wy)/2 > 0
kiegészit6 jovedelmet kap a vesztes, és ugyanannyit fizet a nyertes: marad w = (wq+wy)/2.
Elméleti kérdés: milyen s > 0 biztositasi felarat hajlandé fizetni a dolgozé ezért a
szolgaltatasért? Most az eddigi u(x) = logx additiv hasznossagfiiggvény helyett egy
nem additiv és eltolt kezd6éponti hatvanykozéppel dolgozunk:

(w1 — wo)” + (wy — wo)" ]
2

U(wy,wq) = ) r < 0.

Kitéré: minél nagyobb az r kitevé abszolit értéke, anndl konkavabb a fiiggvény, és
annal nehezebben viseli el a fogyaszté a jovedelemingadozast. Hatarértékben (r — —oo):
U(wy,we) = min(w, we) — wy (Leontief-féle hasznossagfiiggvény). Ekkor a jovedelemki-
egyenlités kozombosségi feltétele

w— —wo = U(wi,ws), azaz v =w—wo — Ulwi, ws).

Egyszerti szamitassal adodik a kiegyenlitési dij fiiggése a 0O-hasznossagponttol és a
hasznossagi fiiggvény kitevojétol. Két kereset: wy = 1,05 és wy; = 0,95. A két paraméter

a kovetkezo értékeket veszi fol: wo = 0,...,0,8; r = —1,—-2,-3,—4.... A bal fels6
sarokban (wy = 0 és r = —1) még valéban 2 ezrelékes dij szerepel, de a jobb alsé sarokban
a redlisabb (wg = 0,8 és r = —4) 2,7%!
17.2. téblazat. Kiegyenlitési dij valtozédsa h(r,wp)
Hasznossagpont wg | 0 0,2 0,4 0,6 0,8

Kitevo r

-1 0,002 0,003 0,004 0,006 0,012

-2 0,004 0,005 0,006 0,009 0,018

-3 0,005 0,006 0,008 0,012 0,023

—4 0,006 0,008 0,010 0,015 0,027
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Altalzinositjuk a klasszikus feladatot arra az esetre, amikor az egyén részleges biz-
tositdst is kothet. Legyen az dnrészesedés értéke s, 0 < s < d, a biztosité e(s) =
p-(d—s)(1+ ) dijért hajlandé a kar dnrészesedés folotti részét biztositani, ahol 7 > 0
a biztosité brutté haszonkulesa. (Természetesen s = 0-nél nincs dnrészesedés, s = d-nél
pedig nincs biztositas.)

Ismét elhanyagolva a biztosité haszonkulcsét, visszatériink az onrészesedésen alapuld
biztositds (bal oldal) és az ennél hétranyosabb, biztositas nélkiili eset (jobb oldal) varhaté
hasznossagahoz: U(s) > U(d), azaz

pu(l —e(s) —s) + qu(l —e(s)) > pu(l —d) + qu(1), e(s)=p-(d—s). (17.3)

[gaz a 17.1. tétel altalanositasa.

17.2. tétel. Ha az egyén hasznossagfiiggvénye szigorian novekvo, szigoriian konkav,
és a részleges biztositasi dij csak a varhaté kartéritést fedezi (nincs biztositéi haszon),
akkor az egyénnek érdemes teljes biztositast kotnie: s® = 0.

Mi az értelme akkor az onrészesedésnek? Sok.

17.2. Moralis kockazat a biztositasban

A karmegelozés elhanyagoldsa miatt a biztositas megléte noveli a kar veszélyét: ezt hivjak
mordlis kockdzatnak. Felteheto, hogy minél kisebb az onrészesedés, annal nagyobb a kar
valdszintisége: p(s) csokkend fliggvény a 0 < s < d szakaszon. Ekkor (17.3) bal oldalat
modositanunk kell:

U(s) = p(s)u(l —e(s) — 5) + [1 — p(s)]u(l — e(s)). (17.4)

Az elméleti levezetéshez ismét a kalkulushoz kell folyamodnunk, de a beavatatlan Olvasé
nyugodtan atugorhatja a koévetkezo tételt, és attérhet a szampéldara. De az is elég, ha
az Olvasé elfogadja, hogy U’'(s) az U hasznossagfiiggvény érintéjének a meredeksége az s
pontban. A 3.3.* tétel specidlis eseteként igaz a

17.3.% tétel. A 17.2. tétel feltevéseit a moralis kockazat figyelembevételével dltalanositva,
az optimalis s° dnrészesedésre harom eset lehetséges: a) vagy részleges biztositas:

0<s®<d, ha U'(s°)=0; (17.5a)
b) vagy nincs biztositas:
s°=d, ha U'(d) > 0; (17.5b)
c) vagy teljes a biztositas:
s°=0, ha U'(0) <0. (17.5¢)

Szampéldank folytatja a 17.1. tablazatot, de kikapcsolja a haszonkulcsot: m = 0. A
kuleskérdés: hogyan fiigeg a mordlis kockdzat az onrészesedéstol? A p(s) = po + p(d — s)
fiiggvény paraméterértékeit kisérletezéssel allapitjuk meg.

Miel6tt bemutatnank, hogyan véltozik a biztositott joléte az onrészesedés emelésével,
felhivjuk az Olvasoé figyelmét arra, hogy maguknak a hasznossagi értékeknek nincs kozgaz-
dasédgi értelme (v6. 17.1. 4bra). Helyesebb olyan mértékegységben kifejezni 6ket, ame-
lyeknek van. Erdemes a biztositds nélkiili (s = d) esetet vélasztani alapnak. A tobbi
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kimenet értékét egy olyan € > 0 szdmmal jellemezziik, amellyel az alapesetben beszo-
rozva mind a vagyon, mind a kar értékét, annak hasznossiga megegyezne a részleges
biztositaséval — az eredeti vagyon és kéar esetén. Képletben:

Ule, s] = p(s)u(e[l — e(s) — s]) + [1 — p(s)]u(e[l — e(s)]). (17.4')
Az s nagysagu onrészesedés e relativ hatékonysaga tehat az
Ule,d] = UJ1, s] (17.6)

egyenlet gyoke. Ujbél logaritmikus hasznossagfiiggvényt tételeziink fol, s ekkor Ule, d] =
Ull,d] + loge, ezért (17.6)-bol

Ull,d] + loge = U[1, 5|, azaz e =exp(UlL,s] —U(1,d]).

A 17.3. tabldzatban rogzitjik a feltételezett p(s) = po + p(d — s) kdrvaldszintliség—
onrészesedés-fliggvényben szerepld pg = 0,2-et és d = 0,6-et, és a hdarom moralis kockazattal
kisérleteziink: p; = 0 (gyenge), p2 = 0,1 (kdzepes) és ps = 0,2 (erds), és 0,1-es 1épéskozzel
vizsgaljuk az Onrészesedés hatasat. A megfelelo kozelité optimélis onrészesedés rendre
s =0, s)=0,2és s =0,6. Az optimélis relativ hatékonysagok rendre 1,069; 1,032 és 1,
mindharom doltve.

17.3. tablazat. Relativ hatékonysag, moralis kockazat és onrészesedés

Gyenge ‘ Kozepes ‘ Ercs
Onrészesedés moralis kockazat
S &1 E9 €3
0,0 1,069 1,024 0,978
0,1 1,067 1,029 0,992
0,2 1,063 1,082 1,001
0,3 1,055 1,031 1,007
0,4 1,042 1,025 1,009
0,5 1,024 1,016 1,007
0,6 1,000 1,000 1,000

17.3. Kontraszelekcio a biztositasban

Ebben az alfejezetben olyan esetet vizsgalunk, amelyben két tigyféltipus létezik: a kis- és
a nagykockazatu tipus: 0 < pr, < pg < 1, stulyuk a népességben fi, fu > 0, f, + fu = 1.
(Most eltekintiink a moralis kockazattol.) El6szor megnézziik, hogy mi torténik, ha a
biztosité képtelen vagy nem akarja a biztositasnal megkiillonboztetni a két tipust, és kozos
biztositasi dijat ajanl, amely atlagosan fedezi a teljes biztositas koltségét:

eo = (fupr + fupu)d. (17.7)

Példaul a tb-egészségiigyi biztositasnal nem vizsgaljak meg, hogy eredetileg beteg volt-e
az illet6 vagy sem (14.2. alfejezet), vagy férfi-e vagy no.
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17.4. tétel. Két tipus onkéntes és kozos biztositasanal a kockazatosabb tipusnak
mindig érdemes biztositast kotnie, de a kisebb kockazatu tipusnak csak akkor, ha teljestil

pru(l —d) + qru(l) < u(l —ep). (17.8)
Ekkor az L-tipus keresztfinanszirozza a H-tipust, a tilfizetés: z = eq — prd.

Megjegyzések. 1. (17.7) miatt a keresztfinanszirozas nagysdga ardanyos a H-tipus
sulyaval, a kockazatkiilonbséggel és a karral:

z = (fupL + fupu)d — prd = fu(py — pL)d > 0.

2. Ha (17.8) nem teljesiil, akkor csak a kockazatosabb tipus kot biztositast, és (17.7)
helyére nagyobb dij 1ép: eq = pud > eg. llyenkor kontraszelekciordl (vagy antiszelekciorol)
beszéliink.

Ha a biztosité jol valasztja meg az onrészesedés nagysagat, akkor a kontraszelekciot is
kisziirheti. Ha az egyének becsiiletesek lennének, akkor kétféle teljes biztositast lehetne
kotni: er, = prd és eg = pud dijjal — ez lenne az in. elsd legjobb megoldds. De a becsiile-
tességet dltaldban nem lehet feltenni, viszont a kiskockazati tipus nagy onrészesedéssel
jelezheti a biztositénak, hogy 6 valoban kiskockazati: er (s) = pr-(d—s). A nagykockéazati
tipusnak viszont nem éri meg, hogy a nagyobb onrészesedéssel vallalja a hazugsagot, hogy
kiskockazati: marad ey = pyd. Képletben a két érdekeltséqgi feltétel:

e A kiskockazatunak legaldbb annyira megéri az s onrészesedés vallalasa, mint a
kockazatosabb tipusra méretezett teljes biztositasé:

UL(s) = pru(l —er(s) — s) + quu(l — er(s)) > u(l — pud) = Un(0). (17.9L)

e A nagykockdzatinak (H) még csalds drédn (L-nek tetteti magat) sem igazén éri meg
az s onrészesedés vallalasa:

Unu(s) = pru(l —er(s) = s) + qguu(l —er(s)) < Un(0), (17.9H)

ahol Uy az L-ként szerz6d6 H-tipus hasznossaga. Emellett természetesen mindkét sze-
repl6 jobban jar, mint ha semmilyen biztositdast sem kotne:

UL<S) > UL(d) és UH(O) > UH(d) (1710)

A kovetkezo tételben megadjuk a mdsodik legjobb megoldast.

17.5. tétel. A masodik legjobb megoldasban a kiskockazatu tipus onrészesedése
egy olyan 0 < s* < d szam, amelyre egyenlséggel teljesiil (17.9H):

Unn(s®) = Un(0), (17.11)

a nagykockazatu tipusnak pedig marad a draga, de teljes biztositas.

Ismét logaritmikus hasznossagfiiggvényen szemléltetjiik a rendszert: wu(x) = logzx.
Ekkor (17.11) analitikusan kezelhet6vé vélik:

prlog(l — prd — qus™) + qulog(1 — prd + pLs™)) = log(1 — pud).

A 17.2. dbran bemutatjuk a méasodik legjobb megoldashoz vezetd érdekeltségi feltételeket
apL =0,2 és pg = 0,4 kockazatpar esetén.
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17.2. 4bra. Erdekeltségi feltétel
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A 17.3. abréan bemutatjuk a numerikus modszerekkel meghatdrozott masodik legjobb
megoldast a p, = 0,2 és py = 0,4 kockazatpar esetén, amint a d kar/vagyon hanyados
novekszik. Példaul 10%-os relativ karndl csak a vagyon 9,5%-at kitevd onrészesedést
érdemes véllalni, mig 90%-osndl mér 57,2%-ot. Persze magahoz a (relativ) karhoz mérve
az Onrészesedést, forditott képet kapunk: a legkisebb karnal szinte semmit sem érdemes
biztositani, de a legnagyobb karnal méar majdnem a kar 1/3-4t.

17.3. abra. Kar és optimalis
onrészesedés

=
o)}

\.O
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=2
~
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o
=
\

0,0 0,5 1,0
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17.3. feladat. Készitsiink egy programot, amely meghatarozza az optimalis 6nrésze-
sedést, ha a kdr/vagyon ardny rogzitett: d = 0,5; valamint a kis és a nagy kockazat 0,2
és 0,6 kozott véltozik 0,1-es 1épéskozzel!

Az alfejezet végére érve, megemlitjik, hogy a modellek nemcsak a sziikken vett biz-
tositasra, hanem az 0sztonzési feladatok széles korére alkalmazhatok. Példaul a jobbagy
és a foldesur kozti szerzodés hatékonyabb, mint a rabszolga és gazdaja kozti, de kevéshé
hatékony, mint a bérlé és a tulajdonos kozti. (A rabszolga alig érdekelt a munkéja
eredményében, a jobbdgy némileg érdekelt, végiil a bérl§ viszont maximalisan.)
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17.4. Szerencsejatékok

Ebben a fejezetben eddig foltettiik, hogy a részvevok zome csokkenteni akarja a kockazatat
— biztositast kot. Most ratériink a probléma tiikorképére, a szerencsejdatékokra, amelyek-
ben kockazatkedvelo jatékosok vesznek részt, hasznossagfiiggvényiik tehat nem konkav,
hanem konvex. Félreértést elkeriilendd, nem érzem a kozgazdasagtanra tartozonak a
mértéktelen és az egyénen elhatalmasodd kockazatvallalast, ezért ezzel nem foglalkozom.
El6szor az alapmodellt mutatjuk be, majd néhany hazai adatot ismertetiink.

Alapmodell

A szerencsejatékok legegyszeriibb modelljével mar a 3.3. példaban foglalkoztunk. Két
jatékos egymads ellen (kis tételben) nulladsszegli jatékot jatszik, amelyben egy kevert
stratégia adja az egyensulyt. Most egy bonyolultabb, de sokkal fontosabb helyzetet mo-
delleziink. Van egy tulajdonos, aki olyan nagy tékével miikodteti a , kaszinét”, hogy nem
kell a kockazattal szamolnia: kockazatsemleges. Es vannak a szerencsejatékosok, akik ¢
koltség fejében b nyereséghez szeretnének jutni. Legyen p € (0, 1) a nyerés valdszintisége,
és ¢ = 1 — p a vesztésé. A tulajdonos csak akkor mikodteti a kaszindt, ha a jatékosok
varhato nyereménye kisebb, mint a részvételi dij: pb = c, < c.

Ahhoz, hogy megéllapitsuk, hogy szubjektive mikor éri meg egy adott jatékosnak
a részvétel, ismerniink kell a jatékos w kezdeti vagyonat és u(-) hasznossigfiiggvényét.
Valoban, a jatékosnak akkor éri meg a részvétel, ha emiatt a varhato hasznossag novekszik:

pu(w — c+b) + qu(w — ¢) > u(w), 0<c<w. (17.12)

Erdemes definidlni a mazimdlis részvételi dijat, amelynél a jatékosnak kozombos, hogy
részt vesz-e a jatékban vagy sem:

pu(w — em + b) + qu(w — ev) = u(w). (17.13)

Igaz a
17.6. tétel. Konvex hasznossagtiiggvényti jatékos és kockazatsemleges kasziné akkor
talal egymasra, ha a részvételi dij a minimalis és a maximalis dij kozott van:

Cm < € < cM-

Bizonyitas. A hasznossagfiiggvény monotonitdsa miatt pontosan egy maximalis dij
létezik. Nyilvanvald, hogy a jatékos pontosan akkor vesz részt a jatékban, ha a dij kisebb,
mint a maximalis érték: ¢ < ¢y A Jensen-egyenlétlenség miatt a maximalis dij nagyobb,
mint a minimalis dij: ey > ¢ O

17.2. példa. Az u(r) = 2? fiiggvény esetén a maximadlis részvételi dij explicite
meghatarozhat6. Valéban, (17.13) szerint

p(w+b—c)? +qlw—c)?* = w (17.14)
Kifejtve (17.14)-et:
2

pw? + 2pwb + pb?* — 2p(w + b)c + pc® + qu* — 2qwe + qc* = w?,

azZaz
¢ —2(w + pb)e + 2pwb + pb* = 0, (17.15)
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A mésodfoku egyenlet megolddképlete szerint (a negativ el6jelii diszkrimindnst véve)
a megfelel6 gyok

en = w + pb — J/w? — p(1 — p)b2. (17.16)

A gyakorlatban sokszor hasznos egyszeri kozelité képleteket hasznalni. Erre ad le-
het&séget a (17.16) képlet, ha a nyeremény nagysdgrendileg kisebb, mint a vagyon: b < w.
De a kozelités cs6dot mond, ha b és w azonos nagysagrendii. A kovetkezd kozelités alkal-
mazzuk (vo. 6.1. segédtétel):

\/1—}—33%1—1—;, z~ 0. (17.17)

Valéban, emeljiik négyzetre a bizonyitandé (17.17) mindkét oldalét:

2

1+mz1+x+%,

s ez utobbi relacio valoban jé kozelités. Példaul /1 + 0,21 ~ 1,105; a pontos érték 1,1.
Alkalmazzuk a (17.17)-et (17.16) kozelitésére!

Vuw? —p(l—p)b? ~ w {Hgg]

ahol 02 = p(1 — p) jeloli a Bernoulli-eloszlas szérdsnégyzetét. Innen kovetkezik a

17.7. tétel. Kvadratikus hasznossagfiiggvénynél a maximalis dij also becslése

~ ob ’
M = Cm + 5" (17.16")

Széban: a maximalis részvételi dij kozelitoleg egyenlo — de valdjadban nagyobb, mint
— a minimdlis dij plusz a hizds szdérasa és a relativ nyeremény félszorzata. (Mdas hasz-
nossagfiiggvény esetén a feldr mas.)

A 17.4. tdblazatban bemutatjuk a (harom tizedesjegyig) pontos és a kozelité maximalis
részvételi dij fiiggését a nyeremény /vagyon értékétél. Az els6 harom sorban a felarat a
tizedesvesszo utani tortrész mutatja, de az utolsé részben mar 46 egésszel kezdodik a felar.
Lathatd, hogyan romlik el fokozatosan a kozelités.

17.4. tdblazat. Nyeremény és a maximalis részvételi dij

Maximalis részvételi dij
Nyeremény | pontos kozelito
b CM éM
1 0,100 0,100
10 1,005 1,002
100 10,450 10,015
1000 146,061 100,150

Sok esetben minden jatékos kiilonbozé (b, ¢) parok koziil valaszthat. A legegyszer(ibb
esetben (n,yn) parok kozott lehet vélasztani, ahol v egy szelvény ara, 5 egy szelvény
nyereménye, n pedig az egyedi szelvények szama. Erdekes lenne bemutatni, hogy adott
szelvénydijak mellett hogyan fiigg a hasznossag a véasarolt szelvények szamatol, de nem
konnyti egy jo elemi modellt alkotni.
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Most bemutatunk egy torténetileg is nevezetes, szerencsejatékkal kapcsolatos problémat.

17.3. példa. Szentpétervéri paradoxon (Daniel Bernoulli, 1735.) Tegyiik fol, hogy egy
jatékos a kaszin6ban méltanyos jatékot jatszhat: tetszéleges ¢ dij befizetésével p = 1/2
valésziniiséggel 2¢ nyereményre tesz szert, ¢ = 1/2 valdszintliséggel c-t veszit. Tegyiik
még fol, hogy kezdetben korlatlan sok pénze van. Ekkor a kovetkez6 nyerOstratégiat
jatszhatja: az 1. lépésben ¢; = 1 Ft-ot tesz fel. Ha nyer, abba hagyja a jatékot; ha veszit,
megdupldzza a tétet. A k = 1,2,... lépésben dupla vagy semmi alapon ¢, = 287! Ft
a tét. Beldthat6, hogy pp = 1/2%7! annak a valésziniisége, hogy a k-adik 1épésben nyer
el6szor (és utoljara). Sziikségiink lesz a végtelen mértani sor Osszegképletére:

a
a+aq+~~—|—aq”+~~:1Tq, lg] < 1.

(Valéban, feltételiink mellett az n-tagi mértani sor szamlaléjanak képletébdl kihagyott

—q" aszimptotikusan tart a 0-hoz.) Tehét

pr+pe+--+pe+-o-=1,

azaz a jaték 1 valdszintiséggel véges 1épésben befejezodik. Szintén a mértani sor Osszeg-
képlete alapjan, ha k + 1 1épésbdl &ll a jaték, akkor az els6 k 1épésben a jatékos Osszesen
1424 -4 21 = 28 _ 1 Ft-ot veszit, a k + l-edik lépésben 2F Ft-ot nyer, tehat
Osszességében 1 Ft-ot nyer. A varhato érték definicidja alapjan tehat a jatékos biztosan 1
Ft-ot nyer. Ez paradoxon, hiszen valaki eqy méltinyos szerencsejatékban ,biztosan” nyer.

A paradoxon megoldasa: eleve gyanus, hogy ha a jatékot tetszéleges nagy x kezdotét-
tel kezdjiik, akkor a nyeremény is . Masképp érvelve: ehhez a jatékhoz varhaté értékben
korldtlan mennyiségli tékére van sziikség, mert Y.~ pp2¥ = co. Meglepd, hogy a jaték
varhato hossza viszont nagyon rovid.

17.4. feladat. Igazoljuk, hogy a jaték vérhat6 értékben csak 2 1épésig tart: 1271 +
2:27243.234+...=2|

Erdekesség, hogy Daniel Bernoulli (a Bernoulli-eloszlast és a nagy szamok elsé torvényét
[16.6. tétel] felfedez6 Jakob Bernoulli unokadccse) ennek a paradoxonnak a megolddsa
kézben fedezte fol a logaritmikus hasznossagfiiggvényt [v6. (5.8)].

Hazai adatok

Lassunk most néhany hazai adatot a Qubit 2018.05.30. cikke alapjan a monopolhelyzet-
ben 1év6 Szerencsejaték ZRt. 2017-es forgalmardl. Teljes bevétele 438 mrd Ft, a kifizetett
nyeremények: 290 mrd Ft (ennek 15%-a, 43,5 mrd Ft az szja csatorndn el sem hagyja az
allamot) és ,egyéb”: 134 mrd Ft, osztaléka 13 mrd Ft.

A forgalom legnagyobb részét a tippmix adja: 143 mrd Ft, itt a tudas valamennyit
szdmit. Az internet szerint a kapards sorsjegy a betett pénz, 90 mrd Ft, 60%-at osztja
vissza. Ezekhez képest a figyelem kozpontjdban all6 Otoslotté bevétele jéval kisebb: 49
mrd Ft, és ugyanezen forrds szerint a visszafizetés csak 45%.

Ezzel a jatékkal folytatjuk az elemzést. 90 szam koziil 5-0t kell eltaldlni. 2019-ben
hetente kb. 1 mrd Ft volt a bevétel, az akkori 250 Ft-os egységarral szamolva hetente
4 millié lottészelvényt adtak el. (Kivancsi lennék, hogyan oszlik meg ez a szam az 1,
2, 3 sth. szelvényt vevok kozott.) Az igy befolyd Gsszeg elére meghatarozott részét —
a miukodési koltségek és az allami célok fedezése utan — elére meghatarozott szabalyok
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szerint osztotta ki az allami monopdlium a 2-esek, 3-asok, 4-esek és ritkan, az 5-6sok
(telitalalatosok) kozott. A legtobb héten nincs telitaldlatos, s a megmaradt nyereményt
a korabbi felhalmozott 5-0s alaphoz adjdk. De a 2019. &aprilis 20-i huzaskor végre, 38
hét utan akadt telitaldlat, az addig Osszegyiilt Osszeget a szerencsés nyertes kapta. A
kiilonbozo talalatot elért nyertesek szamat és a nyereményt a 17.5. tablazat tartalmazza.

17.5. tdblazat. Egy ottalalatos hét

Talalatok Nyertesek Egy jatékos Osszes nye-

széma szdma nettd nye-{ remény (Ft)
reménye (Ft)

5 1 4194319530 4194319530

4 50 1732680 86 634 000

3 4097 22555 92407 835

2 123044 2465 303 303 460

Az ottaldlatos lotté jobb megértéséhez el6szor szamitsuk ki, hogy egy lottézonak hany
szelvényt kellene vennie ahhoz, hogy biztosan telitaldlata legyen. (Persze, ilyenkor renge-
teg 4-ese, stb. taldlata is lenne, de ezzel nem foglalkozunk.) Kombinatorikdbdl jol ismert
a valasz: 90 elem 5-0drendii kombinacidja

~90-89-88-87-86

=3-89-22-87-86 = 43949 268.
1.3 3-89 87 - 86 3949 268

Valéban, a hiuzasi sorrendben az els6é szamot 90, a masodikat 89, a harmadikat 88, a
negyediket 87 és az 6todiket 86-féleképp valaszthatjuk. Mivel ezek fliggetlenek egyméstol,
a lehetséges varidcidk szama ennek az 0t szdmnak a szorzata. Viszont mindegy, hogy
milyen sorrendben huzték ki az adott 6t szamot, és a legnagyobbat 5-, a 2. legnagyobbat
4-, a 3. legnagyobbat 3- és a 4. legnagyobbat 2-féle sorrendben huzhatjak ki, s ezek
szorzata 5!. Minden variaciét ennyivel kell elosztani, azaz marad N. Ha valaki minden
lehetséges kombinaciot kitoltott volna, akkor 10987317000 Ft-ot, kerekitve kb. 11 mrd
Ft-ot fizetett volna.

Nehezen hihet6, de dokumentalt tény, hogy egyes USA-tagallamokban bizonyos id6-
szakokban rosszul kalkulaltak a nyereményosztalyokat. fgy fordulhatott elo, hogy bizonyos
esetekben kelléen nagy szamu szelvényt tigyesen kitoltve biztos nyereséget lehetett elérni.
Elobb-utébb a dolgokra fény deriilt és bezartak a ,,csodamalmot”.

Matematikailag bonyolultabb az olyan szerencsejatékok elemzése, amelyekben a rész-
vevok tudasa kiilonbozo. Ilyen példaul a mar emlitett tipmix, amelynek jé kitoltésében
sokat segit, ha ismerjilkk a részvevo csapatok varhaté teljesitményét. Lassan mar kihal
a totd, ahol mar megjelenik a csalds: bizonyos futballcsapatok jatékosai komoly pénzért
elvéllaljak, hogy megbizéiknak megfeleld irdnyba (értelemszeriien negativan) befolyédsoljdk
a végeredményt. A léverseny is ehhez hasonld szerencsejaték.

A jatékelméleti fejezetben mar érintettiik a kartyajatékokat. Egyes jatékosokat csak
a kartyaszenvedély hajt, masokat viszont a pénz. Nyilvanvald, hogy egy jé jatékosnak
nagyobb esélye van a nyereségre, mint egy rossz jatékosnak, de bizonyos lapokat barki si-
kerrel meg tud jatszani. Itt is tobbféleképpen lehet csalni. Hamiskartya a legkézenfekvobb
csalds (nem bizzdk a véletlenre a lapjardst). De példaul a harom személy altal jatszott
ultiban két jatékos Osszefoghat, hogy felvaltva buknak a harmadikkal egytitt, és a jaték
végén elfelezik kettojiik nyereményét.
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18. Regressziészamitas és korrelacié™

Ebben a fejezetben a matematikai statisztikaba vezetjiik be a kozépiskolas szinten allé Ol-
vasét. A 18.1 alfejezetben azt vizsgaljuk, hogyan lehet egy paros megfigyeléssorozat esetén
az egyik véletlen sorozatot egy masik véletlen sorozattal linearisan kozeliteni. Szaknyelven
fogalmazva: a regresszidészamitassal optimalisan illesztiink egy magyarazo valdszintiségi
valtozdt egy magyardazando valdszintiségi valtozora — ez a regresszios egyenes. A 18.2.
alfejezetben a mddszer hibas alkalmazdasaira figyelmeztetiink.

18.1. A mdédszer
Egy koznapi példaval inditunk.

18.1. példa. Témeg—magassdg-kapcsolat. Jol ismert, hogy egyéb tényezoktol (életkor,
nem, taplalkozds) eltekintve, minél magasabb valaki, anndl nagyobb a tomege (stlya).
Kérdésiink: statisztikai értelemben a tomeg valtozékonysaganak hanyad részét magyarazza
meg a magassag? Korosi Gabor bocsatott rendelkezésemre egy valdsagos népességre
szamitott tomeg-magassag-adathalmazt, 18.1. abra, s ezen lathat6é a nevezett kapcso-
lat, és a késébb elmagyardzandé 94,6%-os kapcsolat.
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18.1. abra. Tomeg—magassag
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magassag

18.1. példa. A 18.1. tablazatban egy otelem@ mintat mutatunk be, ahol a gyer-
mekkoromban alkalmazott tomeg (kg) = magassig (cm) — 100 képletet némileg eltorzitva
adtam meg az ,adatokat”. (A valésdgban minél kozelebb van a magassag az atlaghoz,
annal gyakoribb az el6forduldsuk. Ezen egyszertien lehetne javitani, ha stlyoznank a
mintat: példaul a 16-elemi szimmetrikus binomidlis mintdnal a széleken 1-1 férfi marad-
na, kozépen 6, és atmenetben 4—4 férfi, de még akkor is képzeletbeli maradna a példank,
és a kis elemszam megbizhatatlan eredményt adna.)

18.1. tablazat.Tomeg-magassag

Magassédg (cm) 170 175 180 185 190
Tomeg (kg) 70 71 80 82 89

Hamarosan belatjuk, hogy h;-vel jelolve az i-edik férfi magassagat és m;-vel a tomegét,
az e; a linedaris kozelités hibdjdt. az

mi:a+ﬁhi+ei, izl,...,n

linearis regresszios egyenlet * = 0,92 és o* = 87,4 szamparnal adja a késébb megma-
gyarazott legjobb illeszkedést.

Altalanosan tekintsiink két egyforma méretli diszkrét valdszintiségi valtozét: X-et
(fiiggetlen) és Y-t (fiiggd). A regresszids egyenes altalanos képlete

Y=a+pBX +e. (18.1)

Szabatosan fogalmazva: arra vagyunk kivancsiak, hogy ha egy tetszdleges mintaban
van két valészintiségi valtozé: X és Y, akkor linedrisan milyen mértékben magyarazza X
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valoszintiségi valtozo Y-t. Itt nem részletezend6 okok miatt az illeszkedés hibajat a hiba
szorasnégyzetével mérjiik, s ezt akarjuk minimalizalni:

D*(Y — BX — a) — min, feltéve, hogy ~ D2X,D?Y > 0. (18.2)

Innen ered a név: a legkisebb négyzetek maodszere, amelyet Gauss német és Legendre
(ejtsd: lozsandr) francia matematikus 1800 koriil fedezett f6l. (Gausst annak idején a
matematikusok fejedelmének nevezték — paratlan matematikai képességei elismeréseként. )

A szamolas megkonnyitése kedvéért mindkét valoszintliségi valtozobodl levonjuk varhato
értckét: X =X —EX ésY =Y —EY. Igy a cél

A A

E(Y — 8X)? — min. (18.3)

18.1. tétel. (18.3) esetén a legjobb linedris illeszkedést a

E(XY)
Y= . és of =EY — B'EX 18.4
= B (18.4)

képletpar adja.

Megjegyzés. (18.4a) szamléléjaban megjelenik egy fontos mennyiség: a kiilonbség-
véltozdk szorzatdnak a varhaté értéke, neve: kovariancia (egytittvéaltozas): cov(X,Y) =
E(X 37) Ha a két kiilonbségvaltozd altaldban egyszerre pozitiv vagy egyszerre negativ,
akkor a kovariancia pozitiv; ha dltaldban kiilon pozitivak /negativak, akkor a kovariancia
negativ. Megemlitjiik, hogy két fliggetlen valészintiségi valtoz6 kovariancidgja 0 (vo. 16.4.
tétel bizonyitédsa).

Bizonyitas. Jelolje a (18.3)-beli célfiiggvényt f(5). A 16.3. tétel értelmében ta-
gonként vehetjiik az Osszeg varhato értékét:

f(B) =EY? - 2BE(XY) + B°EX?. (18.5)

Ez  masodfoku fiiggvénye, foliilrél nyitott parabola, amelynek a minimumbhelye (18.4a).
0
18.1. feladat. Bizonyitsuk be (18.4b)-t!

Miel6tt tényleges adatokkal szamolnank, felirjuk a legfontosabb képleteket az egyedi
(x;), (y;) adatok fiiggvényében. Kezdjiik a regresszids egyenlettel!

Y = a+ Bx; + e, i=1,...,n. (18.1)

A numerikus szdmolasban felesleges a kiillonbségvaltozokat hasznalni. Helyettiik

1 & ) 1 &
EX = E;xz és EY = E;yya

EXzzﬁ;xf, EYQ:E;?/? és E(XY)ZEZZ%%&

i=1 j=1
D’X = EX2— (EX)%, D% =EY?— (EY)?, cov(X,Y)=E(XY)—-EX-EY.

Most mar a Csebisev-féle Gsszegegyenl6tlenséget (10.5. tételt) valdszinliség-szamitasi
nyelvre is lefordithatjuk: ha X és Y valdszinliségi valtozo hossza azonos, és elemei mono-
ton novekvd sorrendbe allithaték, akkor kovarianciajuk pozitiv.
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A 18.2. tablazat elso felében a 18.1. példéanak a képletek alapjan kiszamitott legfon-
tosabb statisztikai mutatéi szerepelnek. Az utolsé mutatot (r) csak késébb definidljuk.
A tablazat mésodik felében a becslés hibait adjuk meg: negativ érték a tobbletet, pozitiv
érték a hidnyt adja.

18.2a. téblazat. A tomeg-magassig-kapcsolat statisztikai mutatéi (18.1. tablazat)

Magas- | Tomeg | Magas- | Tomeg | Kovari- | Regresz- | Abszolut| Korre-
sag (cm) | (kg) sag (kg) ancia s7i6 14ciés
(cm)
varhato értéke szorasa egytitthatoja
Eh Em Dh Dm cov(h,m) p* a* r
180 78,2 7,071 7,026 46,0 0,920 -87.,4 0,926

18.2b. tablazat. A tomeg—magassag-kapcsolat hibamutatéi

hiba-1 hiba-2 hiba-3 hiba-4 hiba-5
€1 €2 €3 €4 es
120 | 3,6 (28 [ 238 [ 16 |

Kell6 szamu fiiggetlen adat birtokaban a regressziés egyenest — kell6 dvatossdggal —
elorejelzésre is hasznalhatjuk: a fliggetlen valtozo n+1-edik mérése alapjan megjosolhatjuk
a fiiggd valtozo n + l-edik , hibamentes” értékét: 4,1 = a* + [, 1. Ezt tette Gauss az
elveszett Ceresz kisbolygo pélydjanak elorejelzésekor.

Sziikséglink lesz X és Y korrelacios egyutthatojdra, amely a kovariancia normalizalt
(standardizélt) értéke:

E(XY)

= — felté h DX DY. 18.
DXDV’ eltéve, hogy #0# (18.6)

r

Hamarosan belatjuk, hogy ez a mutato —1 és +1 kozott van, és minél nagyobb az abszolut
értéke, annal erésebb a linearis kapcsolat a két valtozd kozott. Uj oldalarél mutatja be a
korrelacios egytitthatét a

18.2. tétel. A korrelacios egytitthato négyzete azt mutatja, hogy Y szorasnégyzetének
hanyad részét magyarazza a legjobb linedris becslés (5*X ) szorasnégyzete:

B2EX? = r’EY?. (18.7)
A hibak szorasnégyzete pedig a maradék:
E(Y - 8*X)? = (1-r)EY2 (18.8)

Bizonyitas. Hasonlitsuk dssze (18.4a)-t és (18.6)-ot: f*DX = rDY, majd emeljik
négyzetre: ($*)*’D2X = r?D?Y, ez pedig (18.7).
(18.5) alapjén pedig
. E(XY)]? [EXY)]?_ .
EX? (EX?2)?

Elvégezve az Gsszevonast, és felhasznalva (18.6)-ot, adédik (18.8). O
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Kovetkezmény. a) A korreldcids egyitthats a [—1, 1] intervallumba esik:

-1<r<1. (18.9)

b) A korreldcids egyitthaté minimumdt, illetve mazimumdt éppen akkor veszi fol, ha a
legjobb linedris becslésben mincs hiba, és rendre csokkend, illetve novekvd a regresszios
egyenes:

vagy pg* <0, vagy g* > 0.

Bizonyitas. a) Mivel (18.8) bal oldala nem negativ, ezért a jobb oldala sem negativ,

tehdt EY? > 0 miatt r2 < 1, azaz (18.9) 4ll. ) )
b) (18.8) bal oldaldn pontosan akkor 0, ha nincs hiba, azaz Y = *X. (18.6) alapjan

_E@X?) _p
DX [’

(18.10)

r (18.6")

azaz esetszétvélasztassal adodik (18.10). O

Ratértink a sulyozott valtozokra. Nagyszamu megfigyelés esetén célszerti lehet oszta-
lyokba sorolni az adatokat. Legyen N a megfigyelések szama, n az osztalyok szama,
indexiik 4,5 = 1,...,n. Legyen N;; az (i,7) celldba es6 megfigyelések szdma. Sor- és
oszloposszegeket véve:

j=1 i=1
A relativ gyakorisagok pedig
Nij n ) n
Tij = N’ pizzlrij €s szzlrij-
Jj= i=

Példaként felirjuk a sulyozott atlagokat:

EX = ipixi és EY = i 45,
i=1 Jj=1

de a tobbi mutaté is hasonldéan felirhato.

A regresszidészamitas csak elegendGen nagy elemszam esetén alkalmazhato. Szélsdséges
esetben, ha csak két elemiink van, akkor a két pont egy egyenessel 0sszekothetd, ezért a
korrelacids egyiitthaté vagy —1, vagy +1, azaz a regresszio értelmetlen.

18.2. példa. Torténeti érdekességként kitériink a regressziészamitas elterjesztéjének
és névaddjanak (lasd kés6bb), Galton brit statisztikusnak (1870 koriil) nevezetes vizsgéla-
tara: mennyire 6roklédik apardl fiira a testmagassag? A szerz6 n = 928 apa-fit-par
adatat hasonlitotta 0ssze. A 18.3. tablazatban adjuk meg a minta néhany fontos statisz-
tikai mutatéjat (Korosi Gabortdl kaptam ezt a fajlt).

18.3. tablazat. Apa—fit magassagpar statisztikdja, hiivelykben

Atlag Medién Széras Minimum | Maximum
Apa F 68,31 68,50 1,787 64,6 73,0
Fia S 68,09 68,20 2,518 61,7 73,7
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Figyelemre mélté, hogy Galton, ha nem is cm-ben, de a hazajdban a mai napig szokésos
1ab mell6zésével csupa hiivelykben adta meg a magassagi adatokat. Paros elemszamu
mintankban a medidn a csokkeno6 sorba rendezett minta két kozépso értékének az atlaga,
azaz ugyanannyi apa, illetve fil magassiaga nagyobb, mint ahdnyé kisebb a mediannal.
Galton mintajaban mind az apak, mind a fiuk medidanja nagyon kozel esik a megfelelo
atlaghoz, a szorasok kicsik az atlagokhoz képest, és a fiitk minimuma joval kisebb, mint
az apdké (de ez lehet csak egy , kisiklds” is).

Galton a kovetkezd regresszids egyenletet becsiilte:

5;=a+ Bf; + e,

ahol f; és s; az i-edik apa (father) és fia (son) magassiga. Azt taldlta, hogy az atlagnal
magasabb apaknak az atlagndl magasabb fiik van, de a fiitk mérete kevésbé emelkedik
ki, mint az apaké: [ = 0,646 — jéval kisebb mint 1: tehat a fiutk magassidga visszatér
az atlaghoz. Ezért vélasztotta Galton az eljards jelzOjét regresszionak (regression =
visszatérés).

Indulasként az atlagot véve, és a hibak varhato értékét O-nak tekintve, ES = o +
BEF. A levezetés kedvéért feltehetjiik, hogy az atlagmagassag valtozatlan: ES = EF
(a valésdagban 68,09 < 68,31; de a szdzalékos hiba kicsi). Ha az 1. apa magassiaga atlag
folotti volt: f; > EF, akkor a vitathaté e; = 0 feltevéssel élve s; = a + [f1-r6l azt kell
beldtni, hogy EF < s; < fi. A korrel4cids egyiitthaté négyzetének értéke: r? = 0,21 arra
utal, hogy oroklédik a magassag, de csak részben.

18.2. feladat. Igazoljuk Galton eredményét: EF < sy < f;!

Végil sziikségiink lesz a korrelacios egyiitthatonak a regresszidszamitasnal szélesebb
korti alkalmazéasara. Felidézziik a 16. fejezetbdl a kétdimenzids eloszlas fogalmat, ()
egylittes, valamint p; és ¢; peremeloszldsokkal. (18.6) ilyenkor is alkalmazhato, és segithet
a megértésben.

18.3. példa. Szemléletesen mutatja a korrelacids egytitthatd jelentését a kovetkezd
4-elemi szimmetrikus példa. Legyen X és Y valdszinliségi valtozo értékkészlete 0 és 1,
egylittes eloszlasukat a 18.4. tablazat adja, p,q > 0, p+¢q = 1/2.

18.4. tébldzat. Kétdimenzids szimmetrikus eloszlas

Y 0 1 egyutt
X
0 D q 1/2
1 q P 1/2
cgyiitt 1/2 1/2 1

Konnyti beldtni, hogy EX = EY = 1/2, EX? = EY? = 1/2, tehat DX = DY = 1/2.
Ugyancsak egyszerti, hogy E(XY) = p, cov(X,Y) = p—1/4, azaz r(X,Y) = 4p—1. Ahogy
p névekszik 0-rél 1/2-re, tgy névekszik r(X,Y) értéke —1-r6l +1-re. Szavakban: ahogy
novekszik a f6atlo sulya a mellékatlo rovasara, gy valt negativrol pozitivra a korrelacids
egyttthatd. Kozépiton, p = ¢ = 1/4, a két eloszlas egymdstdl fiiggetlen, dsszhangban
r = O-val.
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18.2. Hibas alkalmazasok

Ebben az alfejezetben bemutatjuk a modszer néhany hibas alkalmazdsat.
Félrevezetd lehet a regresszidészamitas, ha egy vagy tobb fontos magyarazo valtozot
kihagyunk. Ezt szemlélteti a tomeg-magassag példa kovetkezd altalanositésa.

18.4. példa. Tomeg—magassag—jovedelem-kapcsolat. Tobb fejlett orszagra jellemzo,
hogy a magasabb jovedelmiieck magasabbak és sovanyabbak, mint az atlag, de ez a sta-
tisztikus el6tt rejtve marad. A 18.5. tablazat a legegyszeriibb karikatturapéldat mutatja
be.

18.5. tablazat. Tomeg—magassag, kihagyott jovedelem

Magassédg (cm) 160 165 170 175
Toémeg (kg) 80 60 90 70

Az 1. és a 3. tipus szegény, atlagban alacsony és kovér, a 2. és a 4. tipus gazdag,
atlagban magas és sovany. Hidba teljesiil mindkét osztalyra a magasabb—nagyobb tomegi
kapcsolat, a 18.5. tabldzat adataival az atlagra mar 0 korreldcié adédik (18.6. tabldzat).
Mellesleg ez arra is példa, hogy a 0 korrelacié nem jelenti a két véltozo fliggetlenségét!

18.6. tablazat. A tomeg—magassag-kapcsolat statisztikai mutatéi, kihagyott jovedelem

Magas- | Tomeg | Magas- | Tomeg | Kovari- | Regresz- | Abszolit| Korre-
sag (cm) | (kg) sag (kg) ancia 716 l14ciés
(cm)
varhaté értéke szorasa egytitthatoja
Eh Em Dh Dm cov(h,m) p* a* r
167,5 75 5,590 11,180 |0 0 75 0

Ha a valodi osszefliiggés nemlinedris, és ezt nem vesszilk észre, akkor is félreveze-
t0 regressziot kapunk. Szemléltetésként tényellentétesen tegyiik fol, hogy Galilei 1638-
ban publikalt zsenialis lejtokisérleteiben négyzetes helyett linearis regressziot hasznalt: a
pontos érték s; = (gsin~y)t?/2, a regresszié viszont si' = a + Bt. A 18.7. tébldzatban
v = 1/10 d6lésszogt, surlddés és kozegellendllas mentes lejtén mutatjuk be a kisérleti
adatokat, és linedris , becslésiiket”. (Mellesleg Galilei annyira csak a négyzetes torvény
kvalitativ megtalalasara koncentralt, és olyan durvan volt kénytelen mérni az idot, hogy
g-re a helyes érték, 9,81 m/sec? felét kapta — természetesen az akkori mértékegységben.)
A tablazat els6 fele a becslési adatokat, médsodik fele pedig a tényleges és a becsiilt utat
mutatja meg. Vigyazat: elvileg hibas becslés, a negativ kezdo6 ut arulkodo, és az adatok
3 tizedesjegyes pontossaga irredlis!

18.7a. tablazat. A négyzetes ut-ido-torvény linedris ,,becslése”

Id6(sec) | Ut (cm) | Id6(sec) | Ut (cm) | Kovari- | Regresz- | Abszolit | Korre-
ancia szi6 lacios
varhaté értéke szorasa egyiitthatoja
Et Es, Dt Ds; cov(t,sy)| 5 o r
3 6,366 2,000 6,116 11,752 | 2,938 -2,448 | 0,961
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18.7b. tablazat. A négyzetes tt—idé-torvény linedris ,, becslése” — hiba

Id6 (sec) t Tényleges 1ut| Becstilt 1t
(m) 5, (m) s}

0 0 9,448

1 0,490 0,490

2 1,959 3,428

3 4,407 6,366

4 7,835 9,304

5 12,242 12,242

6 17,629 15,180

Ha viszont t? és véletlen hibdkkal megfigyelt s, paros kozott keresiink korrelaciot, akkor
f = g/2 = 5 koriili eredményre szédmithatunk.

A korrelacié alkalmazasakor nem szabad lemondani a jézan ész alkalmazasarol. Két
adatsor kozott véletleniil is lehet szoros korrelacid, és az ilyen hamis korrelacié alkal-
mazdsa tévedést okozhat. A 18.8. téblazat (K6rosi Gabor ajandéka) 11 évre megadja
a Miss America életkordt és a forrd eszkozzel elkovetett (roviden: forrd) gyilkossdgok
aldozatainak szamat az Egyesiilt Allamokban; korrelécié 0,87.

18.8. tablazat. Miss America életkora és a forrd gyilkossagok aldozatainak szama

Ev Miss Aldozatok || Ev Miss Aldozatok
America szama America szama,
életkora életkora

t Ty Yt l Ty Yt

1999 24 7 2005 24 7

2000 24 7 2006 21 4

2001 24 7 2007 20 2

2002 21 3 2008 19 3

2003 22 4 2009 20 2

2004 21 3

Hagyjuk ki a mintdbdl a 2009. évet, és akkor mar 2008-ban feltételes elérejelzést
készithetiink a csonka mintan becsiilt y, = —17,987 4+ 1,031x; regresszios egyenessel: ha
az Taope = 20 esetet eltalaljuk, akkor (kerekitéssel) forré gyilkossag aldozataira 5 adédik
a tényleges 2 helyett.
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19. A regresszidészamitas kozgazdasagi alkalmazdasai*

A kozgazdasagtanban széles korben alkalmazzak a regresszidszamitast; még olyankor is,
amikor nem lenne szabad, példaul amikor (X;) és (Y;) idében gyorsan névekvé sorozat,
hiszen ilyenkor nem X;, hanem ¢ a lényeges magyarazé véltozé. (Gyakori példa: a ki-
bocsatds hamis magyarazata a népességgel, holott kdzben a termelékenység is novekszik.)
Mi hasznos alkalmazasokat igyeksziink bemutatni: A 19.1. alfejezet a relativ arszint és
a fejlettség kapcsolatdat tanulmanyozza. A 19.2. alfejezet a nyugdijba vonulési kor és a
szolgalati id6 kozti kapcesolatot vizsgalja: normalis nyugdijrendszerben a kapcsolat pozitiv,
egyébként negativ.

19.1. Az arszint és a fejlettség kapcsolata

Aki mar jart kiilfoldon, az lathatta, hogy forintra atszamolva a kiilfoldi arakat, azok
mennyire masok lehetnek. A leghiresebb ilyen 6sszehasonlitas a The Economist brit he-
tilap Big Mac indexe, amely 1986 6ta rendszeresen osszehasonlitja a nevezett MacDo-
nalds termék arat kiilonbozé orszagok azonos tipusu boltjaiban. A 19.1. tabldzat néhany
orszagra dollarra szamitva, csokkend sorrendben Gsszehasonlitja a termék arat.

19.1. tablazat. Big Mac index, dollarban, 2019. juliusaban

Orszag Ar Orszag Ar
Svajc 6,54 Horvatorszag 3,33
Egyesiilt Allamok 5,74 Magyarorszag 3,10
Svédorszag 5,38 Lengyelorszag 2,84
Brazilia 4,60 Egyiptom 2,53
Nagy-Britannia 4,10 Romania 2,20
Csehorszag 3,77

Ezek a szamok csak korlatozottan alkalmasak a nemzeti valutak értékének osszeha-
sonlitasra, mert a szendvicsek sem teljesen azonosak, és egyebek mellett az addkulcsoktol
is fiiggenek.

2002 6ta az EU szdmos orszagaban hasznéalnak kozos pénzt, szemmel lathatéva téve,
hogy statisztikusan minél alacsonyabb az egy fére jut6 GDP (y), annél alacsonyabb az
(4tlagos) arszint (P). De megfelel§ statisztikai munkdval ez a jelenség mds, eur6zénén
kiviili orszdgokra is megmutathaté. Kiindulds a Balassa—Samuelson-hatds (1964): minden
nyitott piacgazdasdg két részbol all, a kiilkereskedelemben részt vevo és részt nem vevo
szektorbol. Az els6ben a hazai arak kovetik a nemzetkozi arakat, de a méasodikban nem.
Példéul hidba ugyanolyan termelékeny egy magyar fodrasz, mint egy osztrak, a bére
redlértéke csak fele a masikénak. Ezért a 2018-as 1 euré = 320 forint arfolyam mellett
azonos tipusu tv Bécsben 300 EUR, azaz Budapesten 96 eFt; egy férfi hajvagas 20 EUR
Bécsben, de csak 10 EUR = 3200 Ft Budapesten. (A volt szocialista orszagok nem voltak
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piacgazdasagok, ezért ott hatvanyozottan érvényesiilt az arak kétszintiisége: 1970-ben 1
uszodabelépo 1 kg kenyér araba kertilt, egy szines tv tobbhavi atlaghér volt — mai arakon
300 Ft, illetve kb. 1 mFt — szemben a mai 1500 Ft, illetve 100 eFt-os &arral.)

Az adatokat a 2 x 3-oszlopos 19.2. tablazat tartalmazza (amelybél [rorszég statiszti-
kai rendellenesség miatt kimaradt). Elérebocsatom, hogy szdndékosan tartottam meg az
orszagok angol neveit és sorrendjét. Be akartam mutatni, milyen ostoba rendszert hasznél
az EU: az egyes orszdgok angol nyelvii neve helyett sajat nyelvii nevét hasznalva teszi be
az angol abécé szerinti sorrendbe, pl. Magyarorszag H helyett az M-nél szerepel Hungary
névvel. Sulyozatlan atlagot hasznalnak, tehat a torpe Malta ugyanolyan sullyal szere-
pel, mint a hatalmas Németorszag. Mind a fejlettség, mind az arszint esetében az atlag
100%. Példdul az atlaghoz kozeli Franciaorszdg fejlettsége 104%, 4rszintje 109%. Magyar-
orszagnal forditott eltérést latunk: 68%-os fejlettséghez 62%-os arszint térsul. Tovdbbi
figyelmeztetés: nemcsak a fogyasztasi cikkek és szolgaltatasok, hanem a beruhazasi javak
arai is figyelembe vannak véve. (A 2.1. tdbldzat néhany tagorszdg 2010-2018-as fejlédését
mutatta be.)

19.2. tablazat. Fejlettség és arszint, EU, 2017

Orszag GDP/f6 | GDP- Orszag GDP/f6 | GDP-
arszint arszint

i Yi P; i Yi P,
Belgium 117,0 110,5 Lithuania 78,0 63,4
Bulgaria 49,0 48,2 Hungary 68,0 61,8
Czechia 89,0 68,4 Malta 96,0 83,2
Denmark 125,0 133,8 Netherlands 128,0 112,1
Germany 1230 107,1 Austria 1280 110,1
Estonia 77,0 75,7 Poland 70,0 58,1
Greece 67,0 82,3 Portugal 77,0 81,4
Spain 92,0 90,4 Romania 63,0 51,0
France 104,0 109,5 Slovenia 85,0 82,6
Croatia 61,0 64,2 Slovakia 77,0 67,9
Italy 96,0 98,9 Finland 109,0 124,3
Cyprus 84,0 89,2 Sweden 122,0 129.,8
Latvia 67,0 68,9 UK 105,0 111,9

Oblath Gabor rendelkezésemre bocsatotta szamitasai eredményét, amelynek egy részét
itt kozreadom. A regresszids egyenes a fejlettség linedris fiiggvényében magyarazza az
arszintet:

P =0,965y +3,5; r*=0,83.

Nyitva hagyjuk, hogy mennyire javithato a regresszio nemlinearis illesztéssel.
A 19.1. Aabra bemutatja a regresszios egyenest. KEgyébként a legtobb szoftverben
egyszerlien szamithatok ezek a mutatok.
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19.1. abra. Arszint—fejlettség
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19.2. A nyugdijba vonulasi kor és a szolgalati id6 kapcsolata

Ebben az alfejezetben a nyugdijba vonulasi kor és a szolgalati id6 kapcsolatat vizsgaljuk.

Pozitiv korrelacido

Elméleti nyugdijmodellekben gyakran teszik f6l, hogy a szolgalati id6 (S) a nyugdijba
vonuldsi kor (R) és a munkdba &llasi kor (Q) kiilonbsége: S = R — @ [pl. (10.8)].
Mivel @ =~ 19 év, azt hihetnénk, hogy R és S kozti korrelacios egyiitthatdja 1. De a
dolgozdk jelentds részének toredezett munkaviszonya van (még a gyermeknevelés miatt
otthon toltott évek beszamitdsaval is), ezért érdemes egy folytonossagi egyiitthatéval
altalanositani az S(R) kapcsolatot: S = p(R—Q), 0 < ¢ < 1. Jél miik6d6 gazdasadgban a
nyugdijba vonulési kor és a szolgalati id6 kozott pozitiv marad a korreldcié. (Hamarosan
talalkozunk olyan nyugdijrendszerrel is, ahol a korrelacié negativ.) Itt egy képzeletbeli
példét adunk. Két nyugdijba vonuldsi kor 1étezik: Ry és Ra(> Ry), és két folytonossagi
egyutthato: ¢p és o, 0 < 1 < o < 1. Ekkor négy kiillonbo6zo szolgélati id6 all elo:

SZ]:SOZ(R]_Q% 17.72172

Nyilvémvalé, hogy S < 521, S19 < Sop. Ha S5 < Slg, azaz QOQ(Rl — Q) < gOl(RQ —Q),
akkor a négytagi Csebisev-Osszegegyenlitlenség (10.6. tétel) feltétele teljesiil, a korrelacid
pozitiv. Ellenkez6 esetben bizonyitani kellene a pozitivitast, de errél lemondunk.

Azt mondhatjuk, hogy normalis nyugdijrendszerben a rovid szolgalati idé tipikusan
korai nyugdijba vonulési korral parosul, hosszui szolgalati id6 pedig késoi nyugdijba vo-
nulassal — ez pozitiv korrelacios egytitthatét ad.

Berkson-paradoxon és a N6k40/merev korhatar

Végiil a Berkson-paradoxont (1946) és egy kozgazdasigi alkalmazdsat mutatjuk be. A
nevezett paradoxont eredetileg egészségiigyi statisztikaban fedezte fel névaddja, de itt a
Wikipédia egyszeriibb példajat ismertetem tovabb egyszertisitve.
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19.1. példa. Tegytlik fol, hogy egy amerikai egyetemre felvételiz6 didkoknak két
fontos jellemz6jiik van: X= tudas és Y = sportbeli iigyesség. Mindkettd bindris valtozo:
0 és 1; 1/2-1/2 valésziniiséggel, egymastdl fuggetleniil. Egy didkot akkor vesznek {6l az
egyetemre, ha legaldbb az egyik ismérv szerint j6: max(X,Y) = 1. Ezek szerint a didkok
3/4-ét felveszik, és a felvett didkokra az (X,Y) véaltozd egyiittes eloszlasa a kovetkezd:
(1,1), (1,0) és (0,1) egyenként 1/3 valdszintiséggel. Mivel a (0,0) part kizartuk, ezért
r < 0. Eredetileg fiiggetlen két valtozé paradox médon a sziirés utdan negativ korrelaciot
mutat. Ezt a példat altalanositja a

19.1. feladat. A 19.3. tablazat egy 2 x 2-es valdszintiségi eloszlast ad meg, amelynek
bal felso sarka 0, s ujjgyakorlatként ennek statisztikai mutatéit vizsgaljuk.

19.3. tabldzat. Tikrozott L-alakt eloszlas

X 0 1 egylutt
Y
0 0 p p
1 q l-p—gq l—p
egyutt q 1—gq 1

a) Indokolja meg szamolas nélkiil, hogy miért negativ X és Y korreldcids egyiitthatéja:
r(X,Y)!

b) Hatarozza meg r(X,Y)-t p, ¢ fliggvényében!

c) Hogyan egyszeriisodik a képlet szimmetrikus eloszlas esetén?

d) Mi r(X,Y) numerikus értéke, ha p = 1/47

Ismert, hogy 2011-2012 6ta hazankban a férfiak csak az dltaldnos nyugdijkorhatdr
elérése utdn mehetnek nyugdijba: R* = 63 év (2016), de a nék akkor is nyugdijba me-
hetnek, ha legaldbb S* = 40 évnyi jogviszonyt szereztek (N&6k40). A néket vizsgélva,
megfelel6 aggregdlassal a 19.4. tablazat kétdimenzids eloszlasat kapjuk. Példaul a DK-i
cella 0,09 értéke azoknak a noknek a részaranya, akik egyszerre érték el a 40 éves jogvi-
szonyt és a 63 éves korhatart. Ugyanakkor a korhataron visszavonuldk varhaté szolgalati
ideje csak 31,4 év.

19.4. tablazat. Szolgdlati id6 és nyugdijba vonulasi kor egytittes eloszlasa, 2016, nok,

HU
Eletkor (év) Korai Korhatar Atlagosan
Szolgalati id6 (év)
R =586 R* = 63 ER = 60,6
Rovid S — 31.4 0 0.36 0,36
Elegendé Sy, = 41,2 0,55 0,09 0,64
Atlagosan ES = 378 0,55 0,45 1,00

Elhanyagolva a csoportokon beliili szérasokat, a korrelécids egytitthatd

pq

.8 =\

Numerikusan: p = 0,55 és ¢ = 0,36; r(R,S) = —0,822. A bels6 szérasok figyelem-

bevétele leviszi a korrelacios egytitthatét —0,6-ra, majd —0,53-ra.
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20. Jarvany és valsag

Az utébbi évtizedek jarvanyaival ellentétben a 2020 elején megjelené koronavirus teljesen
megvaltoztatta a vilag gazdasagi miikodését. Ez bizonyara felkeltette a konyv szamos
olvaséjanak az érdeklodését a jarvainymodellek irant. A 20.1. alfejezet a legelterjedtebb
jarvanymodellt mutatja be (az in. SIR-féle modell, Kermick—-McKendrick—Walker, 1927).
Le kell mondanunk a koronavirus terjedésének tényleges modellezésérol, tehat csak be-
vezetésre szamitson az Olvasd. A 20.2. alfejezetben a valsag 2020 aprilisiban varhato
hatasainak modellezésérol elmélkediink.

20.1. Egy jarvanymodell

Megneheziti dolgunkat, hogy dinamikus folyamatrél van szd, ahol minden pillanatban a
méar fertézottek egy része megfertézi a még nem fertézottek (roviden: megfertézhetok)
bizonyos részét, mikozben a fertézottek masik része meggydgyul vagy meghal. A szak-
irodalmat kovetve, ebben a leirasban a konnyebb érthetoség érdekében tobb végletesen
egyszerlisit feltevést tesziink: a) a népesség létszama idében allando; b) a fertézésben
senki sem hal meg; c¢) ha valaki kigy6gyul a fert6zésbdl, az méar nem fert6z6dik meg jra;
d) a fertzési valdsziniliség fiiggetlen a népesség egyéb (nemi, életkori, teriileti, egészségi
stb.) jellemz6itél; e) a gydgyulasi valdsziniiség fiiggetlen az egészségiigyi ellatdstol.

Hérom tipust kiilonboztetiink meg: a megfertézhetdk (susceptibles, S), (népességi)
részaranyuk s > 0; a fertdzéttek (infectious, 1), részardnyuk ¢ > 0; végil a gydgyultak
(recovered, R), de ide tartoznak az eleve immunisak is: részaranyuk r > 0, innen a
modell kozkeletii elnevezése: SIR-modell. Az ilyen tipusti modelleket egyébként re-
keszmodelleknek nevezik.

Egyenleteinkben kulcsszerepet kap a fertézési és a gyogyulasi rata. Ezek fiiggvényében
igazoljuk, hogy a megfertozhetok részardnydnak kicsi kezddértékeire elhal a jarvdny, és
nagy kezddértékeire felldingol. Azt is szemléltetni tudjuk, hogyan lapositja el a jarvany
idobeli lefutasat, ha a fertézési ratat elkiilonitéssel vagy a megfertézhetok részaranyanak
kezdoértékét oltassal csokkentjiik.

A technikai egyszertiség kedvéért és a szokdssal ellentétben, nem folytonos, hanem
diszkrét idoben irjuk fol a népességi részaranyok dinamikéjat, egységnyinek rogzitve az
id6szak hosszat, pl. nap, hét, ¢ = 0,1,2,... az idészakok indexe. A jobb érthetdség
kedvéért az S — I — R idorendi sorrendet felcserélve S — R — I sorrendben adjuk meg
a harom egyenletet.

Foltessziik, hogy az 1j fertozések részaranya egyarant aranyos a megfertozhetok és
a fertézottek részaranyaval, de az djonnan gyogyultak részaranya csak a fertozottek
részaranyaval aranyos. Visszatériink a ,,rekeszek tartalmara”.

A megfertézhetdk részardnydnak csokkenése egyenesen aranyos a megfertozhetok rész-
aranyanak és a fert6zottek részaranyanak szorzataval:

St+1 — St = —ﬁStit, (201)
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ahol 8 > 0 a fertOzési rata.
A gyogyultak részaranydnak novekedése egyenesen aranyos a fertézottek részaranyaval:

Tt41 — Tt = Vit, (20.2)

ahol v > 0 a gydgyulési rata.
A késébbiekben hasznos lesz, ha feltessziik, hogy a gydégyulési rata kisebb a fertozési
ratandl, és a fertozési rata legfeljebb 1: 0 < v < 5 < 1.
Mivel mindenki vagy megfertézheto, vagy fertézott, vagy gyodgyult, ezért a harom
részarany oOsszege 1:
S+ +1r =1,

azaz az Osszeg idobeli valtozasa 0:
St41 = St T ley1 — U + Tey1 — 1 = 0.

Ebbe behelyettesitve (20.1)-(20.2)-t, kévetkezik
A fertozottek részardanydanak vdltozdsa:

Gre1 — i = (Bse — )i (20.3)

Figyeljiik meg, hogy (20.3) jobb oldaldn két tag kiilonbsége szerepel: a kisebbitend6 az
1j fertozések részaranya, a kivonandé pedig az tjonnan gyégyultaké.

Bevezetjiik a megfertézhetok részaranyanak kritikus értékét, amelynél a (20.3) egyenlet
jobb oldala 0, azaz a fert6zottek részaranya valtozatlan (maximalis):

SO:1<1.

5
Becsempészve (20.3)-ba s°-t, jobban latszik s° szerepe a fertézottek részardanydnak ala-
kulasaban:
Qi1 — 1 = B(s¢ — 7). (20.4)
Mivel r, nem hat sem s;y1-re, sem i;1-re, ezért a (20.2) egyenlettel raériink utdlag
torédni; a modell magva (20.1) és (20.4), vagy alkalmasabb alakban:

St+1 = (1 — ﬂit)st (205)
és
Z.t—i-l = [1 + 5(3t — SO)]it. (206)
A kétvaltozés elsérendil (20.5)—(20.6) nemlinedris differenciaegyenlet-rendszer (rekur-
7i6) (s4,1;) megoldésa (pédlydja) a kezdeti részardanypérostdl figg: (so,i0), ahol ig ~ 0
(nagyon kicsi pozitiv szdm, a fert6zés hirtelen jelenik meg), és helyet hagyva az esetleg
pozitiv ro-nak, so < 1 — 15. Magatol értetodik, de mégis bizonyitandé a
20.1. segédtétel. A (20.5)-(20.6) rendszer pdlydi megengedettek:
St,it Z 0 €s S¢ + it S 1. (207)

Bizonyitas. Indukcidval bizonyitunk: feltevés szerint (20.7) teljesiil ¢ = O-ra, és
belatjuk, hogyha (20.7) teljesiil t-re, akkor teljestil ¢ + 1-re.

Amig i, > 0, addig (20.2) értelmében ;1 > ry. Mivel s;+i; = 1—7y, ezért spq+ip11 <
s+ < 1. ]

(20.1)-bél és (20.3)-bdl kdvetkezik, hogy amig van fertézott, addig a megfertézheték
részaranya monoton csokken, a gyégyultaké viszont monoton né.

Most mar kimondhato6 az
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20.1. tétel. a) Ha a megfertézhetSk részaranyanak kezdéértéke legteljebb a kritikus
érték: sy < s°, akkor a fertézittek részaranya monoton tart a 0-hoz. b) Ha a meg-
fertozhetSk részaranyanak kezdoértéke nagyobb, mint a kritikus érték: s° < sg < 1, akkor
a fertézottek i; részaranya egészen addig névekszik, amig a megfertézheték részaranya
nem csokken a kritikus érték ala, aztan pedig 1; aszimptotikusan 0-hoz tart.

20.1. abra. Erdsen fertdzd, sok megfertdzhetd

- W EOTEMOZNEtOK  — iz ittek == - Gyogyutak

0.9 =a -

o 10 20 lda 30 40 50

Bizonyitas. a) Ha sy < s°, akkor s; < s° (t > 0). Két alesetet kiillonboztetiink meg.
(i) Ha sg < s°, akkor (20.6)-ot felirva 0, 1, ..., ¢t —1 iddszakra, és figyelembe véve, hogy
Si_q1 < +++ < 81 < Sg, adodik

i = [14 B(s—1 — s°)] - - - [1+ B(s0 — 5°)]io < [1 + B(s0 — 5°)]"i0, (20.84)

azaz 1; gyorsan tart 0-hoz.
(ii) Ha sp = s°, akkor az els6 1épést kiilon kell kezelni. i3 = g, és (20.5) szerint
s1 = (1 — Bip)s®, majd (20.81) szerint

ir < [14 B(sy — s°)] iy = [1 — B%ips°) " Yig,  t>1. (20.8i1)

b) 0 < s° < 59 < 1 esetén, amig a megfertézottek részardnya nagyon kicsi: i; ~ 0,
addig (20.5) miatt s; ~ s¢ (csak lassan csokken), tehét i; részardny (20.6) és s° < so < 1
miatt kozelitéleg egy 1 + sy — y-hanyadost mértani sorozat szerint né. Belatjuk, hogy
elébb-utébb s; a kritikus érték ald siillyed, s a) szerint i; ezutdn végleg csokkenésre valt.

Indirekt bizonyitunk. Tegyiik {61, hogy s; > s° minden ¢-re all. Az (s;) alulrdl korlatos
csokkend sorozat, tehdt van hatarértéke, amelyre s* > s° &ll. (20.6) szerint i, > 4o, azaz
(20.5) szerint s; < (1 — Big)'so, azaz s* = 0, s ez ellentmond s* > s° > 0-nak. O

Tovabbi vizsgalatot igényelne, hogy hosszu tdavon milyen esetben sziinik meg a meg-
fert6zhetoség (és valik teljessé a gydgyultsag), szampéldainkban azonban az id6k végezetéig
maradnak megfertézhetok.

Rétériink a numerikus szemléltetésre. Onkényesen valasztjuk, hogy ip = 0,01. Elsé
futdsunkban f = 1 és~y = 1/3, valamint a megfert6zheték részardnyanak nagy kezd6értéket
adunk: sy = 0,9 > s° = 1/3. Egyszeri programmal elkészithetjiik a 20.1. &brat.
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Legérdekesebb eredmény: a 10. idoszakban éri el a fertézottség a maximumat, a la-
kossag 27,7%-a fertézott. A 20. idészakra a fertézottség gyakorlatilag eltiinik, de tovabbi
szamitasok szerint a megfertézhetdség megmarad 5%-nal.

A masodik futasban feltessziik, hogy elkiilonitéssel sikeriilt az er6s fertOzési ratat
gyengiteni: S = 0,5. A 20.2. abra legérdekesebb eredménye: a fert6zottségi maximu-
mot jéval késobb, a 22. iddszak koriil érjik el, s a lakossdgnak csupédn 4,5%-a fertézott,
de a megfertézhetk részardnya lassabban csokken, és megdll 45%-nél.

20.2. abra. Gyengén fertdzd, sok megfertézhetd

- e am [egfertdzhetdk FertOzhetdk == =-— Gyogyukak

1
D_,g ‘--“
kS i

0.8 N

07 -
-
a:l.lﬁ -
=
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¥ o
0,3 -
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lda

A harmadik futasnal feltessziik, hogy oltassal sikeriilt a megfertozhetok nagy kezdo-
részaranyat jelentésen csokkenteni, de a kritikus érték folott maradva sp = 0,5 > s°. A
fertozési rata ijra nagy: 5 = 1. A 20.3. dbra szerint a maximalis fertézottség ismét 4,4%,
de mar a 16. iddészakban elérjiik, és alacsonyabb lesz a megfertozhetok részaranyanak
hatdrértéke: 19%.
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20.3. abra. Erdsen fertdzd, kevés megfertdzhetd
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Osszefoglaldsként, ne véarjunk csoddkat egy modelltél. Ez a modell csak a legegy-
szeriibb Osszefiiggéseket képes megvilagitani, példaul, hogy létezik a megfertézhetdk rész-
aranyanak egy kritikus értéke, amely alattrol és folottrdl inditva a rendszert, az nemcsak
kvantitative, de kvalitative is masképp viselkedik. Modelliink azonban szamos kérdésre
nem valaszol: példaul mennyire noveli meg a gyogyulas valészintiségét az elkiilonités a
fert6zési folyamat lassitasaval (lesz elég lélegeztetégép).

20.2. Jarvanyok és gazdasagi valsagok

Kiilonboz6 jarvanyoknak kiilonbozoé korszakokban kiilonbozo gazdasagi hatasuk van. Itt
harom vildgjarvanyt érintiink gazdasagi szempontbol.

1) Az Gn. fekete haldl 1347-ben érkezett meg Eurépaba. Dél- és Nyugat-Eurépaban
a népesség jelentds része hénapokon beliil meghalt, Eurdpa ritkan lakott részeit viszont
a jarvany kevésbé érintette. Kozgazdasagilag a legérdekesebb hatdsa a munkaerchiany
okozta realbéremelkedés volt. Ezt legegyszeriibben a 6. fejezetben targyalt termelési
fiiggvénnyel fejthetjiik ki, § = 1 — a specifikacioval — eltekintve a technikai fejlodéstol:

Y = AK“L'. (6.3")

Haladé mikrockonémidbdl ismert, hogy adott K tokedllomany és L munkaerd mellett az
egyensulyi kamatlab és -6rabér rendre

r=aAK* L'  é  w=(1-a)AK*L™" (20.9)
Kitérs.* Aki ismeri a kétvaltozds fiiggvény parcialis derivaltjainak fogalmét, az fel-
ismeri, hogy (6.3"”) esetén (20.9) nem mds, mint

_ oY _ oY
~ K Y= oL

r (20.10)
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Széban: a kamatlab a termelés tOke szerinti parcidlis derivaltja, az 6rabér pedig a mun-
kakinalat szerinti parcidlis derivalt.

Behelyettesitve (20.9)-et (6.3”)-ba, adddik, hogy a téke és a munka dija egyiitt pon-
tosan kiadjak a termelés koltségét:

Y =rK +wlL, (20.11)

hiszen
rK +wlL = aAK* 'LV K + (1 — a)AK*L L = AK*“L*™® =Y.

(20.9)-bél lathatd, hogy ha L hirtelen csokken, akkor w nd, és r csokken. Ez ma-
gyarazatot ad arra, hogy 1348 utan pl. a munkakinédlat zuhanasa Anglidban hozzajarult
a jobbagysag megsziintéhez.

2) Az n. spanyol natha az 1. vilighaboru utolsé évében langolt f6l, és kiilonféle okok
miatt a népesség 1-2%-at elpusztitotta. Maradandoé hatdsit nehéz elkiiloniteni a négyéves
haboru pusztitasaitol.

3) Az tn. koronavirus-jarvany 2020. elején tort ki Kindban, és hamarosan kiterjedt az
egész vildgra. Minden egészségiigyi haladés ellenére a sorok irasakor (2020. aprilisaban)
nem rendelkeziink hatédsos ellenanyaggal. A jarvany elején még voltak olyan vélemények,
amelyek a fenyegeto gazdasagi karokra vald tekintettel nem tamogattak a tavolsagtartast:
az iskoldk és gydrak/intézmények bezdrdsdsdt, a hatdrok idéleges lezarasat. De a fejlett
nyugat-europai orszagokbdl és az Egyesiilt Allamokbdl érkezd napi tobbszazas halalozasi
szamok majdnem mindeniitt elhallgattattdk az ellenvéleményeket (egyediil Svédorszag
tart ki a nyitvatartdas mellett). Furcsa médon az elzarkdzés csak lassitja, de nem akadélyoz-
za meg a jarvany terjedését. Azt remélhetjiik, hogy ha idoben nem is érkezik meg a
csodaszer, a jarvany ellapositdsa mentesiti az egészségligyi rendszert az osszeomlastol.

Mit tehetnek az egyes orszagok kormanyzatai a szokatlan gazdasagi karok enyhitésé-
ért? Tobbé-kevésbé egyetértés alakult ki abban, hogy vallalva az iddleges eladdsodast,
minden kormanynak kozpénzbdl mindendron életben kell tartania az életképes vallalko-
zasokat és segiteni kell a keresetiik dramai csokkenésétol sujtott allampolgarait a tilélésé-
ben.

e  Ma” még nem tudjuk, milyen lesz a jarvany okozta valsdg lefutdsa. De érdemes a
konyvben szereplé modellek koziil néhanyat djraértékelni a mondottak fényében.

A gazdasigi novekedést targyalé modelliinkbdl (2.2. alfejezet) hidnyzott a véletlen.
Legegyszer(ibb példa a véletlen hatdsra az id8jards. Otven—szaz évvel ezeldtt a mezdgazda-
sagi termelés sokkal nagyobb szerepet jatszott a fejlett orszdgok gazdasdgdaban, mint ma;
és akkor az id6éjaras szerepe érezhetéen befolyasolta a gazdasdgi novekedést. Példaul ami-
kor még az Osszetermelés 30%-a szdrmazott a mezdgazdasaghdl, és a rossz id6 elvitte a
termés 20%-at, akkor a determinisztikus modellhez képest ez onmagéban 6%-kal csokken-
tette a kibocsatdast. Ha meg j6 id6 volt, akkor hasonlé mértékben modositotta, csak
ellenkezd iranyban. Képletben

Kibocséatas—toke

Y, = A Ky, t=1,2,..., (2.5)

ahol A; a kibocsétds—toke-hanyados egy olyan véletlen valtozé (sorozata), amelynek a
varhaté értéke A = EA,.

o A (2.22) egyenlet a kovetkez6 adatok mellett irja le az USA éllamadéssag 2020-as
robbanasat: tavaly évvégi allamadoéssaghanyad: dsgi9 = 0,78; idei egyenlegrata: esgeg =
—0,18; idei kamattényezé: Rogy = 1 és idei novekedési egytitthatd: Gaogyy = 0,94.
Valéban, a 2020. dec. 31-i becsiilt allamadéssag-hanyad: dageo = 1,01.
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e Mér a 4.4. alfejezet ciklusmodelljének (4.18) fogyasztési egyenlete is képes vala-
mennyi segitséget nyijtani a kereslethiany okozta valsag megértésében:

Cy = C* + Y1, (4.18)

ahol C; a t-edik idészak fogyasztdsa, C* az autoném rész, v pedig azt mutatja, hogy
az el6z6 idoszak Y;_; termelésébdl mekkora hanyadbdl lesz fogyasztds. A valsagban Y;_q
siillyed, tehat allami eszkozokkel, C* emelésével érdemes a fogyasztast fenntartani, vagy
legalabbis stillyedését fékezni. A jelenlegi valsagot az bonyolitja, hogy a kereslethidny és
a kinalathiany egyiitt 1ép fel.

Akarmilyen lesz is a valsag, tanulsagosnak tartom az egyik legjobb hazai kozgazdasagi
kutatémiihely, a TARKI—Kopint 2020. &prilis 7-i jelentésének Osszefoglald tablazatat (9.
0.) kozolni. (El6tte és utdna szamos mas elérejelzés is megjelent, de ezeket nem ismerte-
tem.) A f6 hangsily a 2019. decemberi és a 2020-as aprilisi elérejelzések kozti kiillonbségen
van. A jobb olvashatdsdg kedvéért az eredeti egy tablazatot harom tablazatba tordelem.

A 20.1. téblazat a nemzeti Ossztermék (GDP) Gsszeteviinek tényleges és elorejelzett
realnovekedését mutatja be. Kiemeljiik, hogy a beruhdzasok tavalyi névekedése eleve
lassult volna idén, de a 2019. decemberében még azt gondoltak, hogy szinte minden
osszetevé legaldbb 3%-kal ng. A jarvany hatdsara 2020. 4prilisdban mar csokkenést
jeleztek el6, mégpedig nagyot.

20.1. tébldzat. Nemzeti Ossztermék (GDP) és Gsszetevéinek véltozasa, HU, %

Tény Elorebecslés 2020-ra
[d6szak 2019 2019:12 2020:04

Mutaték

GDP 4,9 3,2 -5,5
Belfoldi felhasznalas 5,6 3,4 4.4
Magéanfogyasztéas 4.4 3,7 -3,8
Kozosségi fogyasztas 2,0 0,0 -0,6
Toke-felhalmozas 15,3 5,0 7,8
Export 6,0 9,0 -8.,8
Import 6,9 5,1 -7,8

A 20.2. téblazat részletesebb szamokat kozol a lakosségi szférara, a 2020:1. negyedévi
adatokat is tartalmazva. Az inflacié egész évre varhaté mérséklodése lassulni fog, a mun-
kanélkiiliség megugrik, és szamomra meglepé modon a nettd realkeresetek nem csokken-
nek, csak a novekedés jelentésen tovabb lassul.

20.2. téblazat. Lakossigi szféra, HU, %

Tény Elorebecslés 2020-ra
Id6szak 2019 2020:1 2019:12 | 2020:04
Mutaték
Fogyasztéi arindex 3,4 4.4 3,4 3,8
Munkanélkiiliségi rata 3,4 3,5 3,3 7.5
Netto realkeresetek 7,7 4,3 4.9 2,1
Megtakaritési rata (GDP) | 5,0 - 4,0 5,0
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A 20.3. tablazat elsé két sora az allamhaztartasi adatok valtozasat mutatja be. A
koltségvetési hidny 1-rél 4%-ra ugrik, és a GDP zuhandsa miatt (vo. (2.22) egyenlet) az
addssagrata nem csokken, hanem megugrik. A vilagkereskedelem noévekedés helyett zsu-
gorodésba vélt, a legfontosabb termék, az olajar zuhan. Az EU gazdasagok két (részben
koz0s) része, az eurézéna és az \ij tagorszdgok novekedési iiteme elGjelet vélt.

20.3. tablazat. Allamhaztartasi és kiilsé dinamika, %

Tény Elorebecslés 2020-ra
[d6szak 2019 2019:12 | 2020:04

Mutatok

Allamhéztartasi egyenleg/GDP (HU) | —2,0 -1,0 -4,0
Brutt6 adésséag/GDP (HU) 66,3 66,5 73,9
Vilagkereskedelem novekedése 4.0 3,2 -39
Eurézéona GDP 1,2 1,2 —5,2
Uj EU-tagorszégok GDP 3,6 3,0 -39

Tanulsagos lehet a Brent olajar (USD /hordé ) meredeken csokkend palydjanak tédblaza-
ton kiviili bemutatasa: 64,4 (2019), 59,7 (2020. december), 63,0 (2020. I. negyedév) és
45,0 (2020 egész év, elérejelzés). 2020. &aprilis 21-én par pillanatra 10 USD-re stillyedt az
ar.
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21. Utb6szo helyett

Attekintettiink néhany tucat kozgazdasagi modellt. Némelyikiik majdnem trivialis volt,
masok viszont sokaig elkeriilték még a legjobb kozgazdéaszok figyelmét is.

Azoknak a kozépiskolasoknak (és nemesak kozépiskolasoknak, hanem példaul a tandra-
iknak vagy més érdeklédoknek), akiket érdekel a matematika kozgazdasigtani alkal-
mazasa, ez a konyv szamos témat kinalt, amelyek elsajatitasaval elmélyithették tudasukat.
A hangsily majdnem mindig a kozgazdasagtanon volt, itt a matematika csak ,,szolgalé-
lany”. (Majdnem mindig-et irtam, mert egy-két helyen a matematika vette at a f6szerepet.
Példaul a kdoszelmélet kozgazdasagi alkalmazasait éppen csak érinti a konyv, mégsem volt
szivem kihagyni az alkalmazasok alapjdul szolgdldé elméletet.)

A kozgazdasagtan sokkal Gsszetettebb jelenségekkel foglalkozik, mint a kézépiskolabol
legjobban ismert modellez6 tantargy, a fizika. A gazdasdgban nincsenek olyan egyszerii
helyzetek, mint a mechanikaban a lejto vagy a Fold Nap kortili keringése. Ezért a kozgaz-
dasagtani modellek sokkal esetlegesebbek, mint a fizikaiak. Mégis megkiséreltem bevezetni
az Olvasét e bonyolult témakorbe. Remélem, hogy a konyv egyes fejezeteit elsajatitva, job-
ban érti majd a kozgazdasagtant; s emellett tédgitja tuddsat a matematika alkalmazasarol.
A 21.1. alfejezetben megprébéalkozom a kozgazdasagi modellezés 6vatos kritikajaval, a
21.2. alfejezetben roviden utalok a konyvbdl kihagyott legfontosabb témakra, a 21.3.
alfejezetben pedig a kozgazdasagi modellekkel kapcsolatos személyes emlékeimet osztom
meg az Olvasoval.

21.1. Kritika

Elvben végtelen sok kozgazdasagtani modell készitheto, és a modellkészité azzal biiszkél-
kedhet, hogy milyen kifinomult leirast képes kitalalni. Nagyon gyakori a kozgazdasagtan-
ban, hogy valaki altaldnosit egy korabbi modellt, és megmutatja, hogy a korabbi modell
mondanivaldja altaldnosabb feltételek mellett is igaz vagy hamis. Bizonyos értelemben
az elméleti kozgazdasagtan egyre inkabb hasonlit a matematikara, ahol a logikus kovet-
keztetés az egyetlen kivanalom. Bar nem vagyok alkoté matematikus, azt azért meg-
kockéztatom, hogy nem minden matematikai elmélet kelt egyforma érdeklédést. Természe-
tesen a matematikusok kozott is vannak éles vitak, hogy ez vagy az az elmélet az érdeke-
sebb, de azért elobb-utébb kialakul egy kozmegegyezés, hogy ez érdekes, az meg nem.
(Példéul a valéban korszakalkoté Bolyai—Lobacsevszkij-féle nemeuklideszi geometria 1830

A kozgazdasagtanban azonban sokkal nehezebb kivalasztani a megfelelé modellt. Eleve
nagyon nehéz megbizhaté adatokat taldlni. (Példdul hianyan tudjék, hogyan fligg a 2.4.
tablazatban szereplo magyar allamaddssag nagysaga a forint arfolyamétél, az 1998 és 2010
kozott 16tezd kotelezé magdannyugdij-pénztar méretétdl stb.?) Azt sem konnyti eldonteni,
hogy egy nagyon bonyolult kérdés modellezésekor mit lehet elhanyagolni és mit nem (lasd
az emlitett példakat). Végiil, inkdbb miivészet, mint tudomany annak megitélése, hogy a
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gazdasagpolitikai kovetkeztetések mennyire érzékenyek a modellvalasztasra.

Nem szabad hallgatni arrdl sem, hogy az 0szténzo rendszer problémai miatt a meg-
jeleno kozgazdasagi eredmények mindsége gyakran problematikus. Elvben a tudomanyos
verseny biztositja, hogy a jobb elmélet legy6zi a rosszabbat. A matematikai megkozelités
onmagéaban megkonnyiti az 6sszehasonlitast: a jobb modell kevesebb feltevésbol ugyan-
annyit — vagy akdr tobbet — ér el (Occam borotvéja, 14. szazad). A kopernikuszi modell
ebbdl a szempontbdl is jobb, mint a ptolemaioszi: egyszeriibb és pontosabb. De a kozgaz-
dasagtanban tulzottan nagy szerep jut az izlésnek és az ideoldogianak, amikor a folydiratok
szerkesztoi publikacidokrol dontenek.

Ennek kapcsan szélnom kell a modern kozgazdasagtan egy kiilonlegességérol: 1950
és 2000 kozott kozgazdaszok egyre nagyobb része feltette, hogy a szereplék — kisebb-
nagyobb statisztikai hibaktol eltekintve — jol értik a helyzetiiket és optimélisan dontenek.
Nemcsak j6l, hanem optimalisan! (Azdta némileg véltozott a kozgazdaszok hozzdalldsa.)
Hoseink bonyolult matematikai feladatot oldanak meg, hogy megtalaljak a legjobb gaz-
dasagi dontést. Példaul ha egy lakotelepi lakas el6tt luxusautd, vagy egy luxusvilla el6tt
tragacs all, akkor ezen nem kell meglep6dni, a tulajdonosnak ez a preferenciaja.

De tulbuzgé kozgazdaszok még az alkoholizmust is probaljak optimalizaldssal meg-
magyarazni. (Az alkoholista ardanytalanul jobban szereti a bort, mint a siiteményt; és
ha egyszer raszokott az alkoholra, akkor nagyon nehezen adja fol e rossz szokdsit.) Es
ha egy kozgazdasz nem hajlandé kovetni az ,,egyediil helyes tudomanyos megkozelitést”,
¢és nem optimalizal, akkor konnyen a szakma peremére szorulhat; még ha jobb is a mo-
dellje, mint azoké, akiknek a szereploi ,optimalizalnak”. Ezt a kovetkezd hasonlattal
lehet érzékeltetni: az elegans étterembe be lehet menni gytirott zakéban és pecsétes
nyakkend6ben (mert a gylirOttség és a pecsételtség ellenérizhetetlen), de a tiszta ing
onmagaban nem elegendé (a zaké és a nyakkend6 hidnya ellenérizhetd). Pedig a tisztasdg
fontosabb az ,elegancianal”! Es a redlis modell fontosabb az optimalizalénal!

Irodalmi vonatkozasai miatt is érdemes szolni a modern kézgazdasagi modellek tovabbi
sajatossagardl, az onbeteljesito joslatokrol, vagy szakszeriibben, a racionalis varakozasok-
rol. A gordg mitologiabdl ismert Oidipusz tragédidja, akinek a sziiletésekor a vak jos
megjovendolte, hogy felnovén megoli apjat, a kirdlyt. Hogy elkertiljék az apagyilkossagot,
Oidipuszt az apja elkiildte a haztél. Aztan Oidipusz felcseperedett, Osszetaldlkozott az
apjaval, ismeretlentil Gsszevesztek, és a végén a fil megolte az apjat. fme, az onbeteljesito
joslat. Ha nem hittek volna benne, akkor az apa és a fia haldlukig békében élhettek volna
egyutt. Fzzel ellentétes jellegi Jézus nevezetes joslata. Elfogatasakor Jézus azt mondta
Péternek, hogy miel6tt a kakas megszolal, Péter haromszor megtagadja 6t. Es valéban, a
kakas megszolaldsaig Péter éppen haromszor arulta el Jézust. Itt csak Jézus elOrelatasat
mutatja a torténet, de nem a jéslat okozta az arulast.

A modern kozgazdasdgtan (a méar emlitett Lucas-szal az élen) beleszeretett az énbe-
teljesedd joslatokba (4ltalénosabban, a raciondlis varakozdsokba). Az elv helyes, példaul
Nash egyenstlya is racionalis varakozason alapul. Kiinduldsként tegytik fol, hogy a mai
cselekedet fligg a jovore irdnyuld varakozastdl és a jovo fiigeg a mai cselekedettol. A
megkozelités felkent képvisel6i gyakran felteszik, hogy a szerepld olyan eldrejelzést valaszt,
amely mellett a gerjesztett cselekedet éppen az elérejelzett allapothoz vezet. Példaul, ha
2008 nyaran a kozvélekedés szerint egy hordd olaj ara 130-rél hamarosan 140 dollarra
emelkedik, ezért egy orszag stratégiai kéolajkészletét kezel6 cég az orszag haromhavi fo-
gyasztasat fedezd készletét kiegészitette még egy havival. Mivel sokan cselekednek ha-
sonloan, emiatt valoban 140 dollar lesz az 1j olajar. De aztédn hirtelen vége szakadt a
varazslatnak, és az olajar osszeomlott. Ugyanez tortént az amerikai, a brit és a spa-
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nyol lakasarakkal. Persze, a feltevés hivei is tisztaban vannak ezzel a problémaval, és
védekezésként a véletlen hatasok mogé bujnak. De talan elfogadja az Olvasé, hogy szdmos
esetben (4.4, 13.4. és 15.1-2 alfejezet) a varakozas mégsem racionélis.

Némi leegyszertisitéssel azt mondhatjuk, hogy a 2007-ben Amerikaban kezd6dott pénz-
ligyi valsag, és a 2008-ban a vilag nagy részére atterjedd gazdasigi valsdg részben a mo-
dellekben hivo szakemberek és politikusok felelossége. Ha a politikusok bizalmatlanabbak
lettek volna a kozgazdaszokkal szemben, és a kozgazdaszok kétkedobbek sajat modellje-
ikkel szemben, akkor a kormanyzatok talan évatosabb gazdasagpolitikat folytattak volna,
és nem kellett volna évekig a valsag kovetkezményeitol szenvedni.

De még évekig nagy vita dult vilagszerte, hogy mennyire kell szigori gazdasdgpolitikat
folytatni, hogy ne szabaduljon el az inflacio, vagy ellenkezoleg, mennyire kell laza gaz-
dasagpolitikat folytatni, hogy elkeriiljék az dltaldnos dresést, a deflaciot. (A deflacié tobb
évtizedig csak a tankonyvek rémalma volt, de az utébbi két—harom évtizedben Japanban
sok kart okozott: nem volt érdemes beruhazni, mert mire a beruhdzas draga pénzbol meg-
valésult, az eladott termék til oleséva vélt.) Kiilonbozé modellek kiilonbéz6 eredményeket
adnak, és sokszor még utélag sem konnyti eldonteni, hogy melyik kozgazdasznak volt iga-
za. Példaul az 1929-ben kezd6dott Nagy Valsag értelmezésérol még ma is folyik a tu-
domanyos vita. A 2020. elején kitort koronavirus-jarvanynak e sorok frasakor még nincs
vége, de gazdasagi kovetkezményei fenyegetoek.

A jé modell segit a tdjékozédasban, a rossz akadalyoz. De sokszor csak utélag tud-
juk meg, hogy mi volt a jé, és mi volt a rossz modell. A kozgazdasdgtanban kiilon
nehézséget jelent a modellezend6 kérdések bonyolultsaga és a tanacsadok, illetve a poli-
tikusok maganérdekei. Tiirelmesnek kell lenniink a kozgazdasagi modellezékkel, de nem
szabad benniik vakon biznunk.

21.2. Ami a konyvbol kimaradt

Ebben az alfejezetben roviden utalok azokra a legfontosabb kozgazdasagi kérdésekre,
amelyek a konyvbol kimaradtak, pedig a hagyomanyos tankonyvekben fontos szerepet
jatszanak.

A mikrockonomiaban kiemelkedo szerepet jatszanak a preferenciak. Bar a Cobb-—
Douglas-féle hasznossagfiiggvényekben hasznaljuk a preferenciasily elnevezést, a hagyo-
manyos elméletben nagy hangsilyt kapnak a hasznossagfiiggvényeknél elvben joval dltala-
nosabb preferenciarendezések. Ha hasznossagfiiggvény hidnyaban esetleg nem tudom
megmondani, hogy (1) egy szendvicset és két pohdr narancslét mennyivel értékelek tobb-
re/kevesebbre, mint (2) két szendvicset és egy pohar narancslét, azt konnyen meg tudom
mondani, hogy (1)-et tébbre értékelem vagy kevesebbre, mint (2)-t, esetleg kézémbds,
hogy a két kombinacié koziil melyiket valasztom.

Feltételes optimalizalasként targyaljuk az azonos idészak alatt két termék kozti valasz-
tast, de (a 6.1. fejezet egyetlen bekezdésését leszamitva) nem foglalkozunk az egyik leg-
fontosabb ilyen vélasztassal: a munkakinalattal, ahol a szabadid6 és a fogyasztas kozott
vélasztunk. (Hacsak a nyugdijba vonulds kordnak megvalasztdsat nem tekintjitk mun-
kakinalati kérdésnek, 10.2. alfejezet.)

Hasonlban fontos lenne a helyettesitési és a jovedelmi hatds kettévalasztasa. Példaul
amikor egy fontos termék (benzin) dra emelkedik, akkor a madsik, helyettesité termék
(élelem) kereslete gyakran néne, de a redljovedelem-csokkenés miatt az is csokkenhet.
Erre vonatkozik a viccben szerepld alkoholista apa panasza: nem tud elég tejet venni
gyermekeinek, mert nagyon megdragult a vodka. Ugyanakkor szokatlanul nagy figyel-
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met szentellink a Leontief-féle hasznossagfiiggvénynek, ahol semmilyen helyettesités sincs,
tehat minden arhatés jovedelmi. A kalkulus (differencidl- és integralszémitds) elkertilése
miatt kényszeriiliink ezekre a csonkitasokra.

A hagyomaényos mikrookonémiaban a vallalati dontések elemzésében alapvet6 a rovid
és hosszi tavu koltségfliggvény megkiilonboztetése. Rovid tavon a téke adott, tehat csak
a munkamennyiség igazodik a kereslethez. Hosszu tavon azonban a toke is valtoztathato,
mi burkoltan ezt tételezziik fel a 6. fejezetben.

A koényv makrookonomiai részeiben tobb ponton is érintjik az inflaciot, de hallga-
tunk okairél (12. és 13. fejezet). Egy végletes felfogds szerint az inflaciét a tulzott
pénzkindlat okozza, de hat a pénz nem is szerepel a konyvben. Szinte teljesen elhanya-
goljuk a munkanélkiiliséget is (épp hogy megjelenik a Hicks-modellben), pedig 1936 koriil
éppen a hatalmasra dagaddé munkanélkiiliség elemzésére, illetve csokkentésére talalta ki
Keynes a makrookonémiat. Bizonyos értelemben éppen a munkanélkiiliség , természetelle-
nes” csokkenése okozza az inflaciot vagy annak gyorsulasat. Tovabbi ok: a kormanyzat
igy veszi vissza konnyelmii koltségvetési politikajanak gytimolcseit.

Jo lett volna a zart gazdasdg mellett a nyitott gazdasdggal is foglalkozni, ahol egy
orszag ugy tudja kibontakoztatni lehetéségeit, hogy bizonyos termékeket exportal (ki-
visz), mésokat viszont importél (behoz). A kiils6 eladésodas (2.4. alfejezet) és a deviza-
alapt jelzaloghitel (13. fejezet) elemzése csak érinti a kérdéskort, de itt is kényelmi okok
indokoljék, hogy tartézkodunk a tématol.

21.3. Emlékek

Az egyes modellek kifejtését nem akartam megzavarni a személyes hattér ismertetésével,
de a konyv végére érve néhany kapcsolédd emléket megosztok az Olvasédval.

Bar nemcsak kozépiskolasoknak, hanem édltalanosabban a hozzajuk hasonlé tudasszinti
embereknek irtam e konyvet, néhdany mondatban mégis kitérek sajat idevagd kozépiskolai
élményeimre. 1962 és 1965 kozott a Radnéti Miklés Gyakorld Iskolaban Kugler Sdndorné
tanitott nekiink fizikat. Akkor még a szombat rendes iskolai nap volt, és a fizikaszakkort
du. 1 és 2 éra kozott tartotta Gyorgyi néni. Ez volt a hét csticspontja. Minden alkalommal
a szakkor tagjai (Patkés Andrés, azéta akadémikus, Vadész Istvan vezeté mérnok és én)
megoldottuk a Gyorgyi néni altal gondosan kivalasztott fizikafeladatokat, és kzben meg-
tanultunk logikusan gondolkodni. Tiz év alatt tovabbi két fizikusakadémikus és szamos
mas kutaté keriilt ki Gyorgyi néni keze aldl.

Ugyanebben az idoben rendszeresen részt vettem a Reiman Istvan altal szervezett ,, Fi-
atal Matematikusok Korében”, ahol sok elgondolkodtato feladatot oldottunk meg egyiitt,
sok érdekes matematikai témabol hallgattam el6adasokat, és kozben megismertem késobbi
egyetemi tarsaimat és egyben barataimat is. Egy kozponti fizikaszakkoron pedig Wiede-
mann Laszl6 tartott kiilonlegesen érdekes és egyetemi szintii el6adasokat.

1. A kozgazdasagi modellekrél c. fejezet (és a 21.1. alfejezet) 50 éves model-
lezési gyakorlatom lesziirése. 1970 és 1990 kozott Kornai Janos vezetése alatt modellez-
tem a hidnygazdasagot, és probaltam meg elsajatitani mesterem modellezési filozofiajat.
Téavirati stilusban a kovetkezéket szlirtem le az egyiittmiikodésbél: a) a gazdasag egy di-
namikus rendszer, b) amelynek szerepléi altaldban nem optimalizalnak, kiilonésen akkor,
ha fontos egyszeri dontéseket hoznak (pédlyavalasztas, csalddalapitas); ¢) a vizsgalatokban
vildgosan el kell kiiloniteni a leiré és a normativ szempontokat (az ami van-t az amit sze-
retnénk-t6l).

Visszatérve az 1. fejezetben emlitett metrosémara, elsé londoni utamon e séma és
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belvarosi tapasztalataim alapjan terveztem meg kiilvarosi latogatdsom. A séman egyfor-
ma tavolsagban elhelyezett dllomasok a valdsagban — a kozpontbdl kifelé haladva — egyre
tavolodnak egymdstol. A téves alkalmazas miatt félorat késtem a vendégségbol.

2. Az egyszeril dinamika c. fejezet eléggé szabvanyos anyag, de példaul az osztrak—
magyar fejlettség dinamikajardl sz6l6 paradoxonnal mar 1968-ban is talalkoztam, és még
ma is taldlkozom vele — ,;szakértok” tollabdél. Hasonld a helyzet a novekvo allamadodssag—
csokkend allamadodssag-hanyad paradoxonaval.

3. A jatékelméleti bevezetd és elemi optimalizalds c. fejezetbél a 3.1. (jatékelméleti)
alfejezet elso véltozatat Urban Jénos felkérésére irtam meg 1994-ben, amikor a ma-
gyar szarmazasi Harsanyi Janos, az amerikai John Nash és a német Richard Selten
kozgazdasdgi Nobel-dijat kapott. Felemel6 élmény volt, amikor évekkel késobb Kiss Géza
meghivasara beszélhettem a jatékelméletrol az Apaczai Janos Gyakorld Iskola zsufolt
termében kozépiskolasoknak és tanaraiknak. A 3.2. alfejezet nagymértékben tamaszkodik
Méré6 (1996)-ra. A 3.3. alfejezet (elemi optimalizalas) Hodi Endre (1963/1998) munkdjara
vezetheto vissza, amellyel még 1965 koriil ismerkedtem meg. Ekkor ragadott meg a
Jensen-egyenldtlenség egyszertisége is.

4. A bonyolultabb dinamika c. fejezetbdl a 4.1-4,2. alfejezet azon a felismerésen ala-
pul, hogy ha a magasabb rendii helyett a masodrendii differenciaegyenletekre szoritkozunk,
akkor a megoldas masodfoki egyenlet és szogfiiggvények segitségével targyalhatd. A 4.3.
fejezet masodik, valoban n-valtozos differenciaegyenletének stabilitasat kozépiskolas ko-
romban Vadész Istvantél hallottam.

A 4.2, feladat altalanositasaval 1970 és 1990 kozott tobb munkatarsam alkalmazta
sikerrel a szocialista beruhazasi ciklusok modellezésére, abc-sorrendben: Bauer Tamas,
Kornai Janos, Lacké Maria, Soés Karoly Attila, Tarjan Tamés. Ezzel ellentétben a 4.4.
alfejezet modellje a piacgazdasdgok beruhézasi ciklusairél szolt. A modellel még egyetemis-
taként, az MTA Kozgazdasagi Intézetében a néhai Brody Andrés vezette szeminariumon
ismerkedtem meg 1968 koril. 1982 utén kezdtem a szocialista beruhédzasi ciklusok mo-
dellezésével foglalkozni, és ott is jo szolgalatot tett Hicks gondolatmenete.

2000 koriil egy nagy sikeri angol nyelvii tankonyvben olvastam egy ledorongolé is-
mertetést a Hicks-modell linedris valtozatarol, amely valoban késhegyen tancol. Levélben
hivtam {0l az ismerds szerzok figyelmét, hogy elhallgattak Hicks zsenialis nemlinearis ki-
egészitését. A szerzok a kritikat ,,csipobdl” visszautasitottdk, de a kovetkezd kiadasbol
kihagytdk a modellt, s vele egyiitt az igazsagtalan birdlatot. Kozépiskolas olvaséim
remélhetéleg megbocsajtjak, hogy a 4.4. alfejezetben egy valéoban késhegyen tancold
modellt mutattam be nekik, és a 7.3. alfejezet végén is csak vazoltam a nemlinedris
altalanositast.

5. A fogyasztéi dontések és hasznossdgmaximum c. fejezet ijdonsdga a kalkulus el-
keriilése. Ha tobb abra lenne a konyvben, akkor itt konnyebb lenne a kifejtés, de ez ellen-
kezne az algoritmikus megkozelitéstinkkel, tudniillik, hogy altalaban szamolunk, és nem
rajzolunk. Oktatési szempontbdl 1ij a hiperbolikus leszamitolas targyalasa. Személyes fo-
gyasztasi tapasztalat: 1974-ben meg akartam venni életem elso sztereoradidjat. Haromféle
aru tipus koziil valaszthattam: 6, 9 és 12 eFt értékben, havi fizetésem kb. 4 eFt volt.
Osztonosen a kozépsét vettem meg, pedig akkori szakértém a legdrégébbat javasolta. Egy
év milva 0 is vett maganak egy szteredradiot, méghozza a legolcsébbat. Mikor valasztasa
okat tudakoltam, azt valaszolta: ,nem volt tobb pénzem”. Rendben, de miért gondolta,
hogy nekem lett volna.

6. A vallalati dontések c. fejezetben szintén elkeriiljiik a kalkulust és minimalizaljuk
az abrak szamat. ﬂj a novekedési iitem és az egytlitthaté logaritmikus 6sszekapcsolasa,
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valamint a duopdliumos reakciédinamika targyalédsa.

7. A nemlinearis dinamikus rendszerekrdl szol6 Stabilitds, ciklus és kaosz c. fejezet
targyaval 1982-ben, a Magyar Tudomanyos Akadémian szervezett Téli Iskolan ismerked-
tem meg, amelyen féleg matematikusok és fizikusok vettek részt, ahova Szasz Domokos
hivott el. Szerencsém volt, mert éppen egy kaotikus modellen dolgoztam, és a téli iskola
hatszelét felhaszndalva, viszonylag koran publikaltam a kaoszrél. Késobb Cars Hommes és
Helena Nusse segitségével mélyitettem el kdoszelméleti ismereteim.

8. A jovedelemeloszlas, adémoral és addzas c. fejezetet Lackd Maria és Toéth Istvan
Janos az egykor az MTA-hoz tartozé6 KRTK Koézgazdasdg-tudoméanyi Intézetében (KTT)
foly6 munkaja 0sztonozte. Az itt alkalmazott, kordbban mar publikalt linearis—kvadratikus
hasznossagfliggvényt egy publikalatlan cikkbdl vettem. Egyik szerzéje — ,,megsejtve”,
hogy éppen erre van sziikségem —, egy nemzetkozi konferencian ismeretleniil atadta cikk-
tervezetiik nyomtatott véaltozatat, ahonnan mar egyszeri volt a folytatas. Garay Barna-
Téth Janos, illetve Méder Zsombor—Vincze Janos tarsszerzokkel irt cikkeink a joval reali-
sabb logaritmikus hasznossagfiiggvényre tamaszkodtak, de ezek alkalmazasa korlatozta a
ceruza—papir alapu (szamitégép nélkiili) térgyaldst.

9. A népességdinamikai modellek c. fejezet kordbbi véltozatat a Fazekas Mihaly
Gyakorlé Gimnaziumban adtam elé 2015 kortil. A dinamikai rész alapotlete egyszerti:
ha 100 egyiitt él6 évjarat helyett csak 2-3 egyiitt é16 nemzedékre szoritkozunk, akkor a
dinamikai elmélet a masodfoku egyenlettel targyalhato.

10. Az elemi th-nyugdijmodellek c. fejezet korabbi valtozatat szintén a Fazekas Mihaly
Gyakorlé Gimnéaziumban adtam el6 2015 koriil. 1992-ig azt sem tudtam, hogy eszik-e vagy
isszédk-e a nyugdijrendszereket. Akkoriban keltette fol sokunk igazi érdeklédését a néhai
Augusztinovics Maria (Guszti) a nyugdijgazdasagtan irant.

Szamomra kiilénosen kedves a fejezet végén szereplé Csebisev-féle (10.5. tételbeli)
osszegegyenlotlenség, mert hozza kapcsolodik életem elso ,,matematikai-kozgazdasagtani
felfedezése”. 1963-ban jelent meg Janossy Ferenc , A gazdasagi fejlettség mérése és mérésé-
nek 1j modszere”. Téjékozott és gondoskodd sziileim megvették szamomra a sok gondo-
latot ébreszto konyvet, és ott talalkoztam egy allitassal: egy gazdasag éves novekedési
mutatoja kétféleképp is mérheto, és az egyik modszer mindig nagyobb értéket ad, mint
a masik. Az ok: altalaban azoknak a termékeknek a fogyasztdsa novekszik, amelyek-
nek az ara csokken vagy lassabban ndévekszik. Elég hamar felismertem, hogy az Osszeg-
egyenlotlenséghdl logikailag kovetkezik a novekedési indexek sorrendje. Kozépiskolas
létemre viszonylag egyszertien eljutottam Koves Péalhoz, aki az akkori Marx Karoly Kozgaz-
dasag-tudomanyi Egyetemen volt a statisztika professzora. Figyelmesen meghallgatott,
majd tankonyvében megmutatta, hogy az altalam adott bizonyitas helyett a szakirodalom
mar régota egy sokkal altalanosabb, a korrelacids egyiitthatéra épiilo bizonyitast alkalmaz.
A konyvben bemutatott kozgazdasdgi alkalmazas azonban remélhetéleg j.

11. Az 6nkéntes nyugdijrendszer c. fejezet Kiraly Baldzzsal kozos munkank elso 1épése
volt. Mindmadig nem tudok tullépni azon, hogy a témaval foglalkozo hazai és nemzetkozi
szerzOk zome — nyiltan vagy titokban — figyelmen kiviil hagyja, hogy az onkéntes meg-
takaritasok tamogatasat az egész tarsadalom fizeti — adokbol. Magyarul: a hangyakat a
tiicskok jutalmazzak, s ezt még tetézi, hogy a hangyak altaldban gazdagabbak is, mint
a tiicskok! Jelenleg egy magyar tiicsok évi maximum 1,4 mFt-ot tehet be ilyen-olyan
szamlara ugy, hogy ezt az allam 20%-kal, maximum 280 eFt-tal egészitse ki. Mikozben
tizezrek tengédnek kevesebb, mint évi 280 eFt-bdll A Kirdly—Simonovits (2016) cikk-
ben azonban nem &lltunk meg a statikus modellnél, sot, a dinamikat az in. agensalapu
modellek segitségével kiterjesztettiik bonyolult tanuld rendszerekre.
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12. A nyugdijindexalas c. fejezet a mai magyar nyugdijpolitika leglatvanyosabb, de
ugyanakkor legveszélyesebb intézkedését modellezi. A realbérek névekedését erdltetve, a
régi és uj nyugdijak kozti egyenlotlenségek dramaian megnovekednek. Egyelére az elemzés
csak pusztaba kidltott sz6. Minden gyakorlati érdeklodésii kutatonak szembe kell néznie
azzal, hogy otletei megvaldsitasat politikai érdekek keresztezhetik.

13. A jelzdloghitel elemi modelljei c. fejezetnek kiilonésen hosszi (de szémomra
fontos) el6torténete van. 1978-ban belgiumi észtondijasként hallgattam Franco Modigli-
ani zsenialis eldadasat a kettds indexdlasu jelzaloghitelekrdl. Igazi sztarkozgazdéaszként
erés feliitéssel kezdte az el6adasat: ,,Az inflacio tarsadalmi koltségét akkor értettem meg
igazan, amikor par éve a fiam meghazasodott.” A naiv olvasé azt hihetné, hogy a késébb
Nobel-dijjal is kitiintetett kozgazdasz arra célzott, hogy felmentek az arak, és a csalad
nem tudta megengedni maganak az eskiivot. Ez azonban tévedés, hiszen az arakkal
egyltt a bérek is emelkedtek. Az igazi ok: a gyors inflaciét figyelmen kiviil hagyva,
a jelzaloghitelek folydaron rogzitett torleszto részletei kifizethetetlenné valtak. Nalunk
akkor még se inflacié, se emelked6 kamatldb nem volt, csak mindent elaraszté hiany
és fenntarthatatlan kiils6 eladdsodas. A tréfas bevezetés miatt mégis megjegyeztem a
mébdszert!

1990 koril az inflacié és a piaci kamatldb hazdnkban mér 30%-kal vagtatott, de a
szElt6l is vott hazai jelzdlogadds még mindig 3%-os kamatot fizetett tartozdasa utdn. Ek-
kor jutott eszembe Modigliani fidnak az eskiivoje, és az OTP-nek felajanlottam szolgalata-
im a kettos indexalasu jelzaloghitellel — sikertelentil. [rtam azonban egy cikket a kérdésrdl,
amely mintegy bevezetett a nyugdijgazdasdgtanba is (hiszen mindkét esetben hosszi tavi
és inflaciétél megzavart folyamatokrdl van sz6).

2004 és 2008 kozott hazankban elszabadult a devizaalapui jelzaloghitelezés: eldszor
rossz pénzért (forint) jo pénzt (svijci frank) adtak a hitelezék, de aztan tébbszordsen
visszavették az atmeneti ajandékot. Mint minden csoda, a devizaalapu hiteleké is csak
hiarom napig, bocsénat, par évig tartott, majd jott az osszeomlas. 2008 és 2015 kozott a
svéjci frank nominélis arfolyama 140-r6l 250-re (par hénapig 300 forint £61é) ugrott. Egész
id6 alatt a tudatalattimban lapult a Modigliani-modell, de csak Kirdly Julia (az MNB
egykori alelntke) 2013-as KTI-s szeminariumi el6adésa csalta el a mélybél. Az eléadés
utan hazamentem, elkezdtem irni a kozos cikk elso valtozatat, amely évekkel késébb meg
is jelent. Es6 utan koponyeg, de még igy is tanulsidgos.

14. Az altalanos egyensulyelmélet legegyszeriibb modellje c. fejezetben a matemati-
kailag nagyon bonyolult modell 1ényegét megprébaltam kozépiskolas szinten megfogal-
mazni. A lényeg: megfelel6 feltevések mellett a piac a leheté legjobban osztja el a
termékeket a fogyaszték kozott. Szamomra az mutatja Arrow Nobel-dijas kozgazdéasz
paratlan nagysdgét, hogy miutan 1954-ben Debreu-vel (szintén Nobel dijas) kozosen na-
gyon altaldnos feltevések mellett bebizonyitotta a klasszikus piaci egyensuly 1étezését és
optimalitasat, 1963-ban az amerikai egészségiigy példajan megmutatta, hogy milyen bajt
okoz a biztositas onkéntessége. Ezt az arnyalt megkozelitést mésoljuk mi is.

15. Az egyiitt é16 nemzedékek modellje c. fejezet Samuelson (a 20. szézad II. felét
szintén meghatérozd, Nobel-dijas kozgazddszanak) 1958-bol szarmazé zsenidlis modelljét
egyszerlisiti le. (Szerzéje hirneve ellenére a nevezett modellt csak lassan ismerték el, de
mar évtizedek 6ta az egyik legfontosabb alapmodell.) Azaltal, hogy a szokassal ellentétben
nem tetszoleges vagy logaritmikus hasznosségfiiggvényt, hanem az 5.1. példa Leontief-féle
hasznossagfliiggvényét tételezem fel, burkoltan Gusztit kdvetem.

Eletem sordn a racionélis varakozdsokat néhanyszor felvaltottam a sokkal realisabb
naiv varakozasokkal. Mar a Modigliani-féle jelzaloghitelrdl sz6l6 kordbbi tanulmanyomban
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(s6t, el6tte is, a 7. pontban emlitett kdoszmodellben) a gyakorlati bankarokat kévetve is
alkalmaztam, [(13.16R)] helyett naiv varakozdsokkal szamoltam [(13.16N)].

Ugyancsak Guszti hatasara nekiveselkedtem, hogy a két id6szakos modellt altalanosabb
hasznossagfliggvények mellett n idoszakosra altalanositsam. A feladatot Molnar Gyorggyel
egylitt megoldottuk (Molndr—Simonovits, 1996), de a véart hatéds elmaradt: a két idészakos
modell til kényelmes volt ahhoz, hogy lemondjanak rola.

16. A valdszinliség-szamitasi bevezetés c. fejezet megirasa nagy kihivas volt, mert
a fej-vagy-iras feladattol kellett par oldalon eljutni a nagy szamok gyenge torvényéig.
Jellemz6, hogy a mintaszertien felépitett Rényi (1968) egyetemi tankonyv sziikségképpen
csak a 300. o. koriil kezdi el targyalni a valoszinliség-szamitas Csebisev-egyenlétlenségét!

17. A biztositasi modellek és a szerencsejatékok alapmodelljei c. fejezetbol a klasszikus
biztositas eléggé ismert. A kontraszelekcids irodalom érdekeltségi feltételes targyalasat
Es6 Pétertol (egykor Rajk Lészlé Szakkollégium, Harvard Ph.D., most Oxford Egyetem)
tanultam, amikor 2002-ben a rugalmas korhatar mechanizmustervezését tanulmanyoztuk
(Es6—Simonovits, 2003, lasd még Simonovits—Té6th, 2007 és a konyv 10.1. feladata). A
szerencsejatékok targyalasat Lovics Gabor javasolta.

18. A Regresszidészamitas és korrelacié c. fejezet fontos egyetemi tananyag, de mivel az
alapegyenlet levezetése a parabola minimumbhelyének meghatarozasara vezetheto vissza,
ezért bevettem a konyvbe. Remélem, hogy a koznapi példék segitenek a megértésben.

19. Sokaig elkeriilt a regresszid-szamitas kozgazdasagi alkalmazasa, de a fejlettsaggel
novekvoé arszint és a szolgélati idovel csokkend nyugdijba vonulasi kor paradoxona kozép-
iskolas szinten is targyalhatd. Par éve, egy véletlen taldlkozas soran Rudas Tamas egy
liftben magyarazta el nekem e paradoxon hagyomanyos hétterét: Berkson-paradoxont.
Elméleti modelljeimben hosszi éveken keresztiil szamoltam a ,,szolgédlati id6 = nyugdijba
vonuldsi kor — munkdba 1épési kor” képlettel (itt a 10. fejezetben), amikor Guszti és
Koll6 Janos munkdssidgan tul egy sajat empirikus munka (Czeglédi-Simonovits—Szabd—
Tir, 2016) rda nem dobbentett e feltevés irrealitdsara. A modellek folyamatos finomitasa
egyébként a kutatds természetes vonasa.

A 20. fejezet a jarvannyal és gazdasagi hatdsaival foglalkozik. A Bevezetés koronvirus-
részéhez kapcsolddva, a 20.1. alfejezet a legegyszeriibb jarvanymodellt mutatja be, Ozs-
vald Eva beszélt ra, hogy ezt a kozvetlenill nem kozgazdasagi modellt is illesszem be a
konyvembe. A 20.2. alfejezetben pedig a jarvany okozta gazdasigi véalsag egy-két elemét
probalom megmagyarazni, és az elso hazai elorejelzéseket ismertetni.

Azzal a reménnyel inditottam tutjara a konyvet, hogy lesznek, akik élvezettel és ha-
szonnal forgatjak. A konyv végére érve az Olvaso eldontheti, hogy teljesiilt-e a reményem
vagy sem.
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22. Feladatmegoldasok

2.1. feladat. Valdban, (2.3)-at behelyettesitve (2.4)-be:

1— At

B.
1-A

Ty = Atxo -+

Osszevetve (2.2)-vel, adédik a jol ismert képlet.
2.2. feladat. Az egyensily valtozatlan. Behelyettesitve S(P,) = a + bP, és D(p;) =
¢ — dP; egyenletet az arigazodasi egyenletbe és rendezve:

Py =P +klc—a— (b+d)P] =klc—a]+[1 — k(b+ d)]|P.

A 2.1. tétel szerint az igazodasi sorozat aszimptotikusan stabil, ha

2
—1<[1=r(+d)]<1, azaz 0</<;<b+—d.

2.3. feladat. Behelyettesitjiik az e; = £¢ + ed;_1 visszacsatolast (2.22)-be:
dt = pdt—l — &0 — €dt_1 = (p - €)dt_1 — &p- (222/)

Ovatos stabilizalast ad ¢ = p —0,99.

3.1. feladat. Ha a kapus ugyanarra vetodik, mint amerre a 16v6 a biintetét rugja,
akkor kivédi a 16vést; ellenkezo esetben nem.

3.2. feladat. Lasd 3.3. feladat megoldasat.

3.3. feladat. a) A (H,H) par nem egyensily, mert hozama pl. az 1. szdmdara —3, s
ha egyoldalian eltér téle, azaz K-t vélasztja, akkor hozama 0-ra novekszik. A (K, K) par
sem egyensily, mert hozama pl. az 1. szamara 1, s ha egyoldaltan eltér tole, azaz H-t
vélasztja, akkor hozama 2-re névekszik. Viszont a (H, K) és a (K, H) par mindegyike Nash-
egyensuly. Pl. ha (K, H)-t6l az 1. jatékos eltérne, akkor hozama 0-rél —3-ra csokkenne;
ha a 2. jatékos térne el, akkor pedig annak hozama 2-r6l 1-re esne.

b) Tegyiik fol, hogy az 1. a Hajt stratégiat p, a Kitér stratégiat 1 — p valdszintiséggel
valasztja; a 2. pedig g, ill. 1—q valészintiséggel. Ekkor az 1. jatékos hasznossagfiiggvénye

ui(p,q) =pg- (=3)+p(1—¢q)- 24+ (1 —=p)g-0+(1—p)(1—q) -1 =p(1 —4q) —q+ 1.

Ha ¢* < 1/4, akkor p* = 1 az optimum; ha ¢* > 1/4, akkor p* = 0 az optimum — de
ezeket mar kordbban kizartuk. Megmarad ¢* = 1/4, ahol a haszon 0. Szimmetria miatt
p*=1/4.

c) Csak akkor lesz a jaték haldlos, ha mindkét jatékos egymadstdl fiiggetlentl H-t
jatszik, ennek valészintisége p*¢* = 1/16. Az életben maradasé tehat 15/16.

193



22  FELADATMEGOLDASOK

d) w(H,K) = 2, w(K,H) = 0 és 16uy(p*,¢*) = -3 +3-24+0+3-3-1, azaz
u(p*, q*) = 12/16 = 3/4.

3.4. feladat. Trividlis. A kevert Nash-egyensilyi stratégiapar (1/3,2/3), vo. 3.3.
feladat.

3.5. feladat. A Jensen-egyenlétlenség szerint

(leog]E + (1 —«a)log 1qy < log(pz + qy) = logm,
a -«

és egyenlGség csak ' = ¢/, azaz (3.4) esetén &ll.
Viszont

alog%jt(l —a)log 1qy = aflogx +logp —loga] + (1 — a)[logy + log g — log(1 — a)]

csak egy allandéval kiilénbozik (3.7)-t6l.

4.1. feladat. frjuk fol az egyenletet t + 1-re, xy19 = x411 — x4, majd helyettesitsiik be
Tpp1 = Ty — Tp_1-b: Typo = —24—1. Ismételve: x; 1 = —x4_4, A28z Tpi90 = —T4_y.
4.2. feladat. a) A (4.5) levezetést altalanositva,

Kt = Kt—l + 1/)83/15 + (1 - w>51/t—1 = (1 + ¢8A)Kt_1 + (]. - Q/J)SAKt_Q. (45”)

Mivel A; = 1+ 9sA és Ay = (1 — 1)sA, ezért (2.8) szerint adédik D? = A? + 44, > 0,
majd A 2.

b) Egyenletes novekedés esetén K; = GK; 1 = G*K;_». Behelyettesitve (4.5')-be, és
K 5 # 0-val egyszeriisitve, egy (2.8)-hoz hasonl6 egyenletet kapunk:

G? — (1 4+ ¢sA)G — (1 —)sA =0,

amelynek egy pozitiv és egy negativ gyoke van. Kozgazdasagilag csak az elébbi értelmes.
¢) Esetiinkben —\; < Ay < 0 < A\; < 1, tehdt (4.5)-ben a &N} tag relative elenyészik
a &\ taghoz képest.
d) Folirhatnank G-t a masodfoku egyenlet megoldéképlete segitségével is, és a G(1))
fliggvényt elemezhetnénk. De van ennél egy egyszeriibb megoldas, amely maskor is alkal-
mazhato. Legyen

F(G,9)=G* - (1+9vsA)G — (1 —9)sA=G* -G —sa—sA(G— 1)y

egy kétvaltozds fliggvény, amelyet a G > 1 szakaszon vizsgdlunk. F(G, ) novekvo, F (-, 1))
csokkend, tehat G(1)) névekvo.
4.3. feladat. A, # 0 miatt \; # 0 Ay # 0. Felirjuk az yo-bdl indulé palydk egyenletét:

U = mA] + oA, (4.5
ahol
Yo = N1 + M2 és Jo1=mA + Ay (4.6")

Konnyen belathaté, hogy ha yo ~ z¢ és y_1 =~ x_1, akkor n; = & és ny = &;.
(4.5) szerint a pélya csak akkor korlatos, ha [\, |A2| < 1. Ekkor kozeli induléallapotok
esetén az

=y = (& —m)A + (& — m) A,

aszimptotikusan is kicsiny marad.
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Kiilon bizonyitast igényelne a negativ diszkriminans esete, ezt az Olvasora bizzuk.

5.1. feladat. Legyen p a hiitoszekrény ara, akkor a kritikus vevo jovedelme p =
a+ bw,, azaz w, = (p — a)/b, p > a. Behelyettesitve w,-t az

W — Wy

Fw) =

1—wy,
egyenletbe, a D(p) fliggvény segitségével adédik

(p—a)/b+wn
1 — wy, '

D(p) =1~

5.2. feladat. A sulyozott szamtani és a mértani kozép kozti egyenlétlenséget alkal-
mazva a p;x;/q; szamokra:

preg |
a7
A bal oldalon (p /1) -+ - (pp /v, )™ dllandé kiemelhetd, tehat a maximumbhely valtozatlan.

A bal oldal maximuma a tényezSk egyenldsége esetén valésul meg: pixi/ag = -+ =
Pnn/Q, = c, azaz a; + -+ - + «, = 1 miatt ¢ = 1, tehat

nLn “ x nLn
(67% (o731 (7%

a7 Qnp,
Ty = —), ceey xr,A = —.
b1 Pn

5.3. feladat. Behelyettesitéssel.

6.1. feladat. Helyettesitsiik be (6.3)-ba (6.2)-t
6.2. feladat. Itt nincs helyettesités K és L kozott: K(Q) = Q/a és L(Q) = Q/b,

azaz
T w

C(@Q) =rK(Q+wl@ = (5 +7)Q

6.3. feladat. Ekkor K = Q3/L?, azaz ¢(L) = rQ3/L? +wL. A szdmtani és a mértani
kozép kozti egyenlotlenség alkalmazhatosagahoz két egyenld tagra kell bontani a linearis

r / 2

és a két oldal egyenldsége éppen az els6 ket tag egyenlosége esetén valosul meg:

r@Q®  wL

27
azaz igaz a feladat 1. allitasa. A 2. allitast helyettesitéssel nyerjiik:
K(Q,L)= QL™ = Q{/~
6.4. feladat. frjuk be (6.18)-ba a két koltségegytitthatot:

Q@) =TT gy =T
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Eltavolitjuk a nevezoket:
2b@1 = a—C — bQQ és QbQZ = a— Cy — le
2-vel beszorozva az 1. egyenletet és abba behelyettesitve a 2.-at:

4bQ1 =2a — 201 — 2bQ2 =2a — 201 — (CL — Cy — le)

Rendezve 9 + 9, 4+
*_CL— C1 Co , *:(l— Co C1
Ql - 3b €s QQ Sb
Lathato, hogy ha ¢; > cq, akkor Q7 < Q3.
6.5. feladat. (6.17) homogenizalt alakja,
A _@ 5 7 A _Q =
Ql,t+1 = 22t €s Q2,t = ZM L
alapjan
N Q 4
Ql,tJrl = 14t . )
s ez egy 0-hoz tarté mértani sorozat t =0,2,4,...-raést=1,3,5,...-ra.

6.6. feladat. Vegyiik a (6.19') differenciaegyenlet-rendszer homogén részét; és fel-
haszndlva, hogy > 1" | Q_;s = (n — 1)@y, Osszegezziik az n darab egyenletet:

. —(n—1)0
Oy — —n LG 5 Qg
Méar n = 3 esetén is 2-ciklust kapunk: QHI = —Q,. Tovébbi vizsgalat targya, hogy

miképp viselkednek az egyes véllalatok kibocsatasai; n > 3-nal divergalnak.

7.1. feladat. Egyszerii szamoléssal igazolhat6, hogy a (7.8) jobb oldalan allé f(x)
fiiggvény fix pontja v/2:

1 2
l‘:—<l’+—>, azaz 2 = 2.
2 T

Tovabba igazoljuk, hogy az f(x) fliggvény = > V2 esetén novekvo:
2 2
T+ —->y+ -, ha >y >V2
x Yy

Rendezve:
22y + 2y > zy? + 2, azaz xy(x —y) > 2(x —y).

& >y > /2 miatt ez igaz, tehat v/2 < x,41 < 2 stb.

7.2. feladat. 2-ciklus: Szimmetria miatt feltehets, hogy x; < 1/2 < x5. Definicié
szerint xo = 2x1 és x1 = 2 — 2x5. Behelyettesitve xo-t x1-be: x1 = 2 — 4z, rendezve:
T = 2/5 és T = 4/5

8.1. feladat. a) wy, = 0 esetén a (8.10) képlet (8.5)-re egyszeriisodik.

b) Egyszeri atalakitassal
1

0" =1-—
2 — wpy

?
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amely a minimalbérnek nyilvanvaléan csokkend fliggvénye.
8.2. feladat. a) Egyszerii szdmoldssal (8.14) szerint

W(0) = 2(fmtm + fucn) — p(fmwi eh + fruwy exyp).
Az tujraelosztas miatt fncm + fucm = fuwm + fuwv = 1, és emiatt barmilyen 6 > 0
esetén W (0) < W(0).
b) Ha U(c,e) az 1. valtozoban is szigorian konkdv fiiggvény lenne, példaul U(c,e) =
log ¢ — pe?, akkor a médositdsban is 6* > 0 allna.

9.1. feladat. Ujraszémolva,

9.6. tablazat. Stilizalt kinai népességdinamika — mérsékelt valtozat

Gyerme-| Sziilok | Nagy- | Osszesen

kek szilok
Negyedszazad | Féltermékenység létszama Teljes fh.
t Pt K M; Py Ny dy
1950- 2 4 2 1 7 2,5
1975- 1 4 4 2 10 1,5
2000- 1 4 4 4 12 2,0

Lathaté, hogy a mérsékelt valtozat esetén a 8 egységnyi népességesics a 2000-2024-es
idoszakra 12 egységre nétt volna, és ott stabilizalédott volna.

9.2. feladat. Mar belattuk, hogy a v novekedési egyiitthaté masodfoku egyenletiink
nagyobbik gyoke:

o+ Vel 44— o)
v(p1) = 9 .

A v(p) derivaldsdval kozvetlentil belathato lenne éllitasunk, de elemi meggondolas is segit.
Vegyiink egy csokkeno stabil népességet. Ebben a modellben a korosztdlyok létszama
idében monoton csokken. A fiatal sziilok létszama kisebb, mint az idéseké, tehat silyuk
csOkkenése lassitja a népességszam csokkenési litemét.

10.2. feladat. a) (10.13') értelmében

TuR ED —

D
55D~ R =Tu = b(R)(ED — D).

2N(D,R) = TuR — ED_R
b) Definicié szerint
EzN = fib(R))(ED — Dy) + fob(Ry)(ED — Dy).
Nyilvanvalo, hogy
W(R) <b(Ry) é  ED—-Dy<0<ED-— Dy,
ezért E2N elsd tagjat feliilbecsiiljiik, ha bN(Ry) helyett bN(Ry)-t frunk, és azt kiemeljiik:
EzN < BN (Ry)[fL(ED — Dy) + fo(ED — Dy)].

A véarhaté érték definicidja szerint a [ ]-ben 0 all, tehat EzN < 0.
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10.3. feladat. a) Behelyettesitve (10.14A)-t (10.13)-be, az 14j egyenleg
2Mu, R) = (1, R)ule — ve(u)].
Vérhato értéket vesziink és 0-val egyenl6vé tessziik az eredményt:
0 = Ez*(u, R) = bN(1, R)E{ule — ve(u)]},

innen (10.16A).

Figyeljitk meg, hogy e(u) novekszik, és a Csebisev-Osszegegyenlotlenség miatt
E[ue(u)] > e, azaz v* < 1.

b) v* = 0,975 — elhanyagolhatéan kicsi korrekcié — valdszintileg a valésdgban nagyobb
az ¢lettartamok szérodésa.

10.4. feladat. A maximalizaldskor az 500-as oszlopbdl veszek ki 1-et, ... és a 20 000-es
oszlopbdl 6-ot. (A minimalizélaskor forditva.)

11.1. feladat. n = 2-re (11.5) szerint #° =1/6 =s°, 7=1/3és1/6+1/6 =1/3.

11.2. feladat. Hasonlitsuk dssze (11.5)-6t és (11.12)-t! Mivel 0 < x < 1és0 < fi <
1, (11.12) jobb oldala kisebb, mint (11.5)-é.

11.3. feladat. (11.17) szerint ¢; = fu(l + «)(1 + ), azaz (11.16) szerint

o_fHX . o _

(2

Jux
o1

12.3. feladat.
T-1 T-1
Bt = Zbk’t = 6’UtG71 + ZﬁthikilGd{:.
k=0 k=1

Alkalmazva a mértani sorozat osszegképletét:
1— G(L—l)T
_ ~1
Bt = 5’UtG 1——67”*17 < 1.

12.4. feladat. A 12.3. feladat alapjan konnyen elkészitheto6 a

12.7. tablazat. Az altalanos helyettesitési arany fiiggése a bérnovekedés iitemétol:
ar-bér-indexalds

Realbér-novekedési 0 1 2 3 4 5
titem 100(G — 1)
Atlagos helyettesitési | 0,800 0,763 | 0,729 | 0,698 | 0,668 | 0,641
arany -y

13.1. feladat. Vezessiik be az Sy = R™'+---+ R~7 jelolést! Ekkor a feladat allitdsa

(13.3) szerint
T T+1

— < .
St St

Felhaszndlva, hogy Sp,1 = Sy + R™T~! és eltiintetve a nevezdket:

TS+ TR T < (T +1)Sr, azaz TR Tt < Sp.
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Tagonkénti 0sszehasonlitassal igaz az utolsé egyenlotlenség, ezért megforditva az ekviva-
lens atalakitasokat, igazoltuk a feladat allitasat.

13.2. feladat. a) Az egyszertiség kedvéért csak Dy < Dy-t igazoljuk. (13.3) értelmében
B(oo) < B(T), és (13.1)-et felhasznalva, adodik

Dy = RDy — B(T) < RDy — B(cc) = D.

b) (13.9) értelmében a kettds indexaldst hitelnél B(oco) < b(T") pontosan akkor teljestil,

ha
(T — ].)D[)

1—rT
all. Rendezéssel addédik a 13.2 feladat b) feltétele.
14.1. feladat. Felirjuk (14.3)-at mindkét fogyasztora:

(pr — 1)Dg <

pr1+y1 = pur + wa, (14.3—-1)

PT2 + Yo = pU2 + Wa. (14.3 - 2)

Osszeadva Sket, és figyelembe véve (14.1)-(14.2)-t: p + 1 = p + 1 azonossigot kapjuk,
tehat megforditva az dtalakitds sorrendjét, (14.3-1)-bdl kovetkezik (14.3-2).
14.2. feladat. a) H részvevé esetén a mérlegegyenletek

v1F+ve+--4og =1 és wy +wy+ -+ wy =1, (14.1H)

ri+axe+--F+rg=1 és i +ys+-+yg =1 (14.2H)
(14.3)—(14.5) valtozatlan, csak h 2 helyett H-ig fut.

_ w1a1+w2a2+---+wHaH
1 — vy — Vovg — -+ — VO

p (14.6H)

b) Betiihidny miatt a fogyasztok mellett a termékeket is indexeljiik. Legyen py,...,p,
az 1 = 1,...,n-edik termék ara, v;; a h-adik fogyaszté kezddkészlete, és x;; a végséd
fogyasztasa. Ekkor

Ui+ Vop U =1, h=1,2. (14.1n)

Tip+ Top+ -+ Top = 1, h=1,2. (14.2n)

P1Z1k + -+ DnTimk = P1V1k + - + DnUnjh, h=1,2. (14.3n)

Up(T1py ey Tpp) = applogayp, + -+ apploge,, - max., h=1,2 (14.4n)

ahol a;;, (0 < ay < 1) mutatja az i-edik termék relativ fontossagat a h-adik fogyaszté
szaméra: » ., a;p = 1. Viszonylag kénnyen belathat6, hogy n termék esetére a para-
metrikus optimum

aq,nP1V1R + 1+ U hPnUn,h

Tin(Pry.- . Pn) = . , i=1,...,n, h=1,2. (14.5n)

Behelyettesitve (14.5n)-et (14.1n)-be:

2
2 : a1,nP1V1,h + -+ O, hPnUn,h

he1 y 2
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Rendezve
pi = (011011 + a12v12)p1 + -+ + (A 1Un1 + 2V 2) P, 1=1,...,n.
Most egy n linearis egyenletbol allé, n-ismeretlenes egyenletrendszert kellene megol-

danunk, és pozitiv arakat kellene kapnunk, s ez magasabb matematikat igényelne.
¢) A szimmetrikus esetben: «;;, = 1/n azonban valéban szimmetrikus a megoldas is:

1 |
pi=—(pitetpn),  i=1n

Ennek lényegében egyetlenegy megoldasa van: pj = --- = p; = 1. Visszahelyettesitve
(14.5n)-be, az optimélis fogyasztas minden termékbdl azonos, és az egyéni kezdékészletek
osszegével aranyos:

_Uip Tt Unh

zin(l,...,1) = p . i=1,2...,n, h=12.

15.1. feladat. Tablazatos alakban

15.1. tabldzat. Kamategyiitthaté-dinamika — raciondlis varakozas

Also \ Fels6
Id6szakok kamattényezo-palya
t R(1) R(2)
0 1,000 3,000
1 3,000 1,667
2 1,667 2,200
3 2,200 1,909
4 1,909 2,048
5 2,048 1,977
6 1,977 2,012
7 2,012 1,994
8 1,994 2,003
9 2,003 1,999

15.2. feladat. Tablazatos alakban

15.2. tablazat. Kamategytitthat6-dinamika — naiv varakozas (névekvé népesség)

Alsé ‘ Felso
Id6szakok Kamattényezo-palya
t R(1) R(2)
-1 1,000 3,000
0 1,562 2,372
1 1,818 2,145
2 1,926 2,057
3 1,970 2,023
4 1,988 2,009
5 1,995 2,004
6 1,998 2,001
7 1,999 2,001
8 2,000 2,000

Megjegyzés. v = 2
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15.3. feladat. Tablazatos alakban

15.3. tédblazat. Kamategytitthaté-dinamika — naiv vérakozas (csokkend népesség)

Alsé \ Fels6
Id6szakok Kamattényezo-palya
t R(1) R(2)
-1 1,000 0,333
0 0,618 0,457
1 0,529 0,489
2 0,507 0,497
3 0,502 0,499
4 0,500 0,500

Megjegyzés. v = 0,5

16.1. feladat. Elvégezve a négyzetre emelést (16.4")-ban:

D’X =) pils} - 20;BEX + (EX)’] = EX* - 2EXEX + (EX)*.

i=1

Osszevondssal adédik (16.4”).

16.2. feladat. A 16.3. tétel szerint teljes indukcioval ES, = nEX; = np. A 16.4.
tétel szerint D2S,, = nD2X, = npq.

16.3. feladat. a) Vegyiik figyelembe az ¢; = 1 — p; korlatozast. Ekkor elegend6 az 1.
allapot valészintiségvaltozasat vizsgalni!

prr=api+ (1 —=8)1—p) =(a—1+8)p:+1-8.

Stacionarius esetben
pr=(a—1+p)x"+1-7,

azaz

. 1—-p i — . 1—«
= és =1l—-zf = ——.
2—a—p 1 2—a—p

b) Vonjuk ki az elsé egyenletbél a mésodikat, ekkor 1 — (5 kiesik:

p

per1—p = (a =1+ B)(p —p).
Ez a sorozat nulldhoz tart, mert |+ 8 — 1] < 1.

17.1. feladat. Nincs kockazat. Van kockéazat, de k6zombos.

17.2. feladat. Mert a kar relativ szérasa kicsiny.

17.3. feladat. Mivel itt a ,nagy” kockazat alkalmanként kisebb, mint méskor a , kis
kockazat, inkabb nagyobb és kisebb kockazatrdl beszéliink.

R

17.6. tablazat. Optimalis onrészesedés valtozd kockazatok esetén

Nagyobb kockézat py | 0,3 0,4 0,5 0,6
Kisebb kockazat p,
0,2 0,341 0,384 0,409 0,429
0,3 0,330 0,381 0,412
0,4 0,326 0,384
0,5 0,329
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17.4. feladat. Altaldnosabb képletet igazolunk:

q
(1-7q)

Sziikségiink lesz a végtelen mértani sor dsszegképletének kovetkezd alakjara:

1+2q+...+nqn—|—---: 5 ’q|<1 (*)

qn+qn+1+‘__+qn+m+...: _q7 ‘q‘<1 (**)

Induljunk ki abbdl, hogy ng™ = ¢" + - - -+ ¢" (n-szer). Ha (*) bal oldalan szereplé tagokat
osszegenként vessziik, és felcseréljiik a sorrendet, nem soronként, hanem oszloponként
adjuk ossze, akkor az n-edik oszlopban (**) értelmében ¢"/(1 — ¢) 4ll, amelyet n szerint
Osszegezve (*)-ot kapjuk. ¢ = 1/2-re adédik 2.

18.1. feladat. Helyettesitsiik be Y =BX egyenletbe az eltérésvaltozok definicigjat:
Y —EY = (X — EX), azaz, Y =EY — pEX + pX.
18.2. feladat. Indirekt: EF > a+ [ fi-bél kivonva EF' = a+ EF-t, 0 > B(fi —EF)

— ellentmondss.

19.1. feladat. a) Heurisztikusan érvelve: azért negativ a korrelacid, mert az (X,Y)
stkban ENY-DK-i a regresszids egyenes meredeksége.

b) Véarhaté értékek: EX =p+1—p—q=1—¢qéEY =qg+1—p—qg=1—p. Szorzat
varhat6 értéke: E(XY)=1—-p—q.

Szorasok binomialis eloszlasra:

DX =+ql-p—-q) ¢é DY =+/p(l1-p—q).

Korrelacios egyiitthato:

E(XY) -E(X)E(Y)  1-p—g—(1—g(1—-p)

r(X,Y) = = :
DXDY Vel —p—q)y/p(l—p—q)
Rendezve
r(X,Y) = VP :
l-=p—q
c)p=q<1/2esetén
"X, Y)= —2
1—-2p
d) p =1/4 esetén
—1/4 1
mxxj——l—z——
1/2 2
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23. Fogalomtar [els6 el6fordulas]

Ado az a pénzmennyiség, amelyet az allam az allampolgartél meghatarozott szabalyok
szerint évente beszed. [8.1]

Addkulcs az ad6 mértéke, amely az ad6koteles jovedelem /véaséarlas/vagyon fiiggvényében
meghatérozza a jovedelem/afa/vagyon-adot. [8.1]

Adomordl egy rejtett paraméter, amelynek értékétol fiiggden az allampolgar az addkote-
les jovedelme valamekkora részét — ellenérzés nélkiil is — bevallja. [8.2]

Adéssag (tartozds) a felvett hitelbél a torlesztés utén maradé rész. [13.1]

Alapmegolddsok, amelyeknek linearis kombindciéjabol eléall az altalanos megoldas.
[4.1]

Amplitido az oszcillaciéd maximuma. [4.2]

Allamado’sscig az allam addssaga, amely a kordbbi allami bevételek és az allami ki-
addsok kiilonbségének kamatos kamattal szamitott Osszege. [2.4]

Allandé dras érték a folybaras érték osztva a megfelels drindexszel. [12.1]

Allapot a dinamikus rendszer pillanatnyi helyzetét irja le. [2.1]

Allapotegyenlet a dinamikus rendszer idében valtozé helyzetét irja le. [2.1]

Altaldnos egyensuly olyan helyzet, amikor tobb aru és tobb részvevo optimalis kereslete
és kindlata egyensilyban van. [14.1]

Altaldnos nyugdijkorhatdr az az életkor, amikor a megfelel6 évjarat tagjai levonas
nélkiil nyugdijba vonulhatnak. [19.2]

Arindexdlt nyugdij évrdl évre az inflacié mértékében emelkedik. [12.3]

Ar- és bérindexdlt nyugdij évrol évre az inflacié és a bérnovekedés atlagos mértékében
emelkedik. [12.4]

Arszint (fogyasztdi) megmutatja, hogy egy adott évhez képest hdnyszor tébb pénzre
van szilkség a rogzitett fogyasztoi kosar megvasarlasahoz. [12.1]

Aszimmetrikus informdcio esetén az eladdé vagy a vevd tobbet tud magardl, mint
a mésik. (Példaul az életjaradékot vevd ismeri sziilei/nagysziilei tényleges haldlozasi
életkorat, a biztosité nem ismeri.) [17.2]

Autondm beruhdzds a beruhdzdsnak a gazdasdg helyzetétdl fliggetlen része. [4.4]

Autondm fogyasztis a fogyasztasnak a gazdasig helyzetétol fiiggetlen része. [4.4]

Bérindexdlt nyugdij évrél évre az orszagos atlagbérek mértékében emelkedik. [12.2]

Berkson-paradoxon: két eredetileg fliggetlen valdszintiségi valtozd a szlirés utan ne-
gativan vagy pozitivan korrelaltta vélik. [19.2]

Beruhdzds a kibocsatas fogyasztas feletti része, amelyet a gazdasagban a termelés
eredményébdl a téke bovitésére forditanak. [2.2]

Beruhdzdsi akcelerdtor, gyorsito az az allandd, amely a termelés novekedésének fiiggvé-
nyében kiegésziti a beruhdzas autoném részét. [4.4]

Binomidlis eloszlds k-adik tagja annak a valészinlisége, hogy n kisérletbol éppen k
sikertl. [16.2]

Biztosito kartéritést fizet a biztositott targyat ért karért. [17.1]
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Célfiigguény olyan fliggvény, amelyet az egyén maximalizalni/minimalizdlni prébal.
(3.3]

Ciklus — egy teljes visszatérési szakasz alatti palya. [4.2]

Devizaalapi jelzaloghitelnél a torlesztorészlet forintértékét egy parhuzamos, elvben
devizdban fenndll6 jelzaloghitel torlesztorészletének egyenértékeként szamitjak ki. [13.3]

Devizadrfolyam az a szam, amely megmondja, hogy példaul 1 euréért hany forintot
kell fizetni. (2019. januar 15-én 1 euré = 321 Ft volt.) Minél nagyobb a szdm, anndl
gyengébb a forint, [13.3]

Differenciaegyenlet olyan egyenletsorozat, amelynek a bal oldalan allé valtozé a jobb
oldaldn &llé kordbbi idészak valtozditdl figg. [2.1]

Dinamikus rendszerben a rendszer allapotat egy vagy tobb kordbbi allapot hatérozza
meg. [2.1]

Diszkrét idejii (szakaszos) dinamikus rendszerben az allapot 1épésrol 1épésre valtozik
(ellentéte a folytonos idejii). [2.1]

Dolldrdrverés olyan arverés, amelyben nemcsak a nyertesnek, de a vesztesnek is ki kell
fizetnie az utolsé ajdnlatat — irracionalis. [3.2]

Domindns stratégia az ellenfél barmely 1épése esetén jobb, mint més (ilyen a fogolydi-
lemméban a kopés). [3.1]

Duopaolium két termel6 versengése a fogyasztokért. [6.4]

Egyensilyi helyzetben a dinamikus rendszer nyugalomban van. [2.1]

Egyiitt élo nemzedékek modelljében negyedszazadonként kilép az id6s nemzedék, a
fiatal id6s lesz, és belép egy fiatal nemzedék. [15.1]

Eletjdmdék egy meghatarozott kortél az egyén élete végéig jard, altalaban értéktarto
jovedelemdram. [10.1]

E’Zetpcilya-jérulék /jaradék/egyenleg az egész életpalydra  vonatkozd  jarulék
/jaradék/egyenleg. [10.2]

FEléreldto dolgozok optimdlis mértékben gondoskodnak a jovéjikrsl. [11.1]

FElsérendi differenciaegyenlet esetén a jové allapot csak a jelen allapottdl figg. [2.1]

Eletciklusmodell a megtakaritast, azaz a fogyasztas és a jovedelem kiilonbségét az
életkor figyelembevételével irja le. (Tipikusan kisimitja a fogyasztasi palyat.) [5.3]

Elorejelezheto egy determinisztikus dinamikus palya, ha a kezd6érték kismértékii valto-
zésa csak kis mértékben valtoztatja meg a palyat. [7.2]

FElsddleges egyenleg az allami koltségvetés kamatkiadds nélkiili egyenlege. [2.3]

Elso legjobb megoldds a megengedettségi feltételek mellett maximalizédlja a tarsadalmi
jolétet — teljes informéciot feltételezve. [17.3]

E’rmepcirosz/tcis nevi 2-személyes, 0-0sszegli szimmetrikus jatékban, ha a két jatékos
ugyanazt 1épi, akkor az 1. jatékos nyer, ellenkezé esetben a 2. (A Nash-egyenstly 50-
50%-o0s randomizdlés.) [3.1]

E'rdekeltségi feltétel kikoti, hogy a kormanyzat dltal ajanlott meniibol az egyes tipusok-
nak érdemes a nekik szantat kivalasztaniuk. (Példaul rugalmas nyugdijkorhatéar esetén a
hosszabb varhaté élettartamu dolgozénak nem érdemes révidebb varhato élettartaminak
tettetnie magat, mert annyival kisebb éves nyugdijat kap, hogy a korabbi nyugdijba vo-
nulés ellenére is veszit.) [17.3]

Eszmei szamla egy olyan feloszté-kirovo nyugdijrendszer, amelyben az életpalya alatt
befizetett jarulékok egy eszmei (képzeletbeli) szdmlan kamatoznak, és az éves nyugdij a
nyugdijazéaskori eszmei tOke és a hatralévé varhaté élettartam hényadosa. [10.2]

FExponencidlis leszdmitolds esetén az egymds utani idoszakok leszamitolasi mértéke
azonos. [5.3]
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Fdzisszdg, a masodrendii differenciaegyenlet megoldasanak kezdészoge [4.2]

Fedezetlen kamatparitas az a helyzet, amikor a hazai pénz leértékelési titeme a kitiinte-
tett devizahoz (nalunk a svajci frankhoz) képest kozelitéleg megegyezik a kamatldbkiilonb-
séggel. (Pontosabb megfogalmazas a megfelels egyiitthatok egyenléségét mondja ki.)
[13.3]

Feloszto—kirovo nyugdijrendszerben minden nemzedék az el6z6 nemzedéknek takarékos-
kodik (ellentéte a t6késitett rendszer). [10.1]

Fibonacci-sorozat, amelynek barmelyik tagja az el6z6 két tag osszege. [4.2]

Fiz pont az adott leképezésnél helyben marad. [2.1]

Fizetési mérleg egyenlege az export és az import kiilonbsége. [2.3]

Fogolydilemma 1ép fel, amikor az 6nzés a domindns stratégia, de az Gsszefogas lenne a
jétékosok kozos érdeke. [3.1]

Fogyasztds a kibocsatas beruhdzés folotti része: élelem, ruha, lakds, stb. [5.1]

Fogyasztdsi hatdrhajlandosdg a fogyasztas valtozo részének és a jovedelemnek a hanya-
dosa. [4.4]

Folyodras vdltozo szamitasakor nem vessziik figyelembe, hogy két idészak kozben a
pénz vasarléértéke valtozik, dltaldban gyengtl. [12.1]

Figgetlen események egytittes elofordulési valdszintisége a két esemény valoszintiségének
szorzata. [16.1]

Fiiggdségi hdnyados (id6skori/fiatalkori) a nyugdijasok /gyermekek és a dolgozok 1étsza-
manak a hanyadosa. [10.1]

Gydva nyil szimmetrikus nem 0-Osszegli jaték: kitérés — lebOgés, hajtas — haldl. [3.1]

Hasznossag a fogyaszté szédmara a fogyasztédssal szerzett szubjektiv 6rom. [5.2]

Hasznossagfigguény a hasznossag fliggése a fogyasztastol. [5.2]

Haszon a bevétel és a kiadas kiilonbsége (profit). (Nem egyenl6 a fogyaszté hasz-
nossagaval) [17.1]

Hatarciklusra minden, a ciklushoz kozeli dllapotbdl indulé palya aszimptotikusan rateke-
redik. [7.3.]

Helyettesités a munka és a téke kozott, mig a kibocsatés dllandé. [6.2]

Helyettesitési arany/hdnyados az atlagos nyugdij és az atlagos kereset ardanya/hanya-
dosa. [10.1]

Helyettesitési hatds: az dremelkedés csokkenti a tobbi termék irdnti keresletet. [21.2]

Hiperbolikus leszdmitolds a hagyomanyos leszamitolassal ellentétben kiilon leszamitolja
az Osszes jovébeli fogyasztas hasznossagat. (Példaul emiatt a fogydkura kezdetét mindig
masnapra toljuk.) [5.4]

Hosszmetszeti palya az egyén sziiletésétdl a haldlozésdig tartd (kereseti/fogyasztési)
palydja. [15.1]

Hiivelykujjszabdly egy viszonylag egyszerii vélasz egy bonyolult kérdésre. (Példaul
nett6 jovedelmed 30%-at koltsd élelemre.) [5.2]

Inflacios rdta az éves fogyasztoi arszint szazalékos emelkedése. [12.1]

Jarulék, amit a dolgozé és a munkaltato fizet késobbi nyugdij és egészségligyi ellatas
biztositasara. [10.1]

Jarulékkules a jarulék és a kereset hanyadosa. [10.1]

Jdrvany egy olyan dinamikus folyamat, ahol a megfertozheték egy része fertézotté
vélik, a fertézottek pedig meggydgyulnak (vagy meghalnak). [20]

Jatékelmélet — tobb személy kozti kolesonhatasokat elemez, amelyekben minden jatékos
hasznosséga legaldbb egy mésik jatékos dontésétél is fiigg (pl. fogolydilemma). [3.1]

205



23 FOGALOMTAR [ELSO ELOFORDULAS]

Jelenérték egy tobb idoszakos torlesztési folyamat értéke, amelynél kozombos, hogy
valaki a torlesztés helyett azonnal készpénzben fizet. [13.1]

Jelzaloghitelt lakasvételkor vesz fol az ados, és a teljes visszafizetésig a maradék addssag
fejében a hitelez6 résztulajdonos marad. [13.1]

Jovedelemeloszlds a téarsadalom teljes jovedelmébol az egyes csoportok részesedési
aranya. [8.1]

Jovedelmi hatds: az dremelkedés csokkenti a fogyasztd redljovedelmét. [21.2]

Kamat a hitel utdn idészakonként (havonta, évente) fizetendd osszeg. [2.3]

Kamatldb a kamat és a tartozas hanyadosa. [2.3]

Kamategyiitthatd = 1 + kamatlab. (Eves vagy negyedszazados.) [2.3]

Kaotikus rendszerben sok olyan kezddéérték van, amelyre a palya elorejelezhetetlen.
[7.2]

Kaotikus beruhdzdsi ingadozdsok esetén a beruhdzésok pélyéja elérejelezhetetlen. [7.3]

Kereslet a fogyaszt6 artdl és jovedelemtdl fiiggd vételi szandéka. [2.3]

Keresztmetszeti pdlya adott idoben a kiilonféle életkoriiak véltozdinak egyiittese, pro-
filja. [14.1]

Kezdényugdij a nyugdijazés elsé évében fizetett nyugdij. [12.2]

Kifizetési tabla (i, j)-edik celldjaban szerepld két szam rendre az 1. és a 2. jatékos
nyereménye, ha az 1. jatékos az si (tiszta) stratégist valasztja, a 2. pedig az si-t. [3.1]

Kiegyenlitési dij az az Osszeg, amelyet levonva a véletlen jovedelem idéatlagabdl, a
kockazatmentes csokkentett jovedelempalya hasznossaga egyenlové valik az eredeti kocka-
zatos palyaéval. [17.1]

Kindlat a termelé artdl és profittdl fiiggd eladési szandéka. [2.3]

Kettos indexaldsi jelzdloghitelnél nemcsak a kamatlab, de a havi torlesztorészlet is
fiigg az inflaciétdl. [13.2]

Kevert stratégia a tiszta stratégidk véletlen sorsoldsra bizott kivalasztasa. [3.1]

Kombinalt indexdlas a bér- és az arindexalas kombinécidja.

Kontrakcids (zsugoritd) leképezésben a képpontok tévolsdga kisebb, mint a targypon-
toké. [7.1]

Kontraszelekcio olyan folyamat, amelyben az onkéntes biztositas dijszabasanak egye-
temessége megnoveli a nagyobb kockazatuak részvételét a rendszerben (példaul csak a
hosszabb életiick vesznek életjaradékot). [17.3]

Korrelacios egyutthato két valdszintiségi valtozo linearis egyiitt mozgasanak mértéke,
—1 (ellentétes mozgds) és +1 (azonos irdnyu mozgds) kozé esik. [18.1]

Kiltség a termeléssel jaré bér- és tékekoltség Osszege. [6.3]

Koltséqguetési feltétel azt mondja ki, hogy az egyén kiadasai egyenldk a jovedelmével.
[5.2]

Koltséguetési egyenleg az &llam bevételeinek és kiaddsainak a kiilonbsége. [2.3]

Koltséguetési hidny a negativ egyenleg abszolit értéke. [2.3]

Kotelezd nyugdijrendszerben a dolgozdk rendszeresen jarulékot fizetnek, s cserében
id6skorukban nyugdijat — dltalaban uniszex életjaradékot — kapnak. [10.1]

Kozjavakat Ggy fogyaszthatjak az egyének, hogy masok fogyasztasi lehetdsége nem
csokken (példaul radiémiisor hallgatésa). [14.2]

Kiulonado egy képzeletbeli add, amelyet a korméanyzat vet ki a lakossagra, hogy az
onkéntes nyugdijrendszer tamogatésat fedezze. [11.1]

Kiilsé adossdg az orszég éves fizetési mérleghianyainak kamatozott Gsszege. [2.3]

Kiilsé (externdlis) hatds nem tiikkr6zédik a piaci arban. (Példaul amikor a levegét
szennyezé vaskohd nem fizet kértéritést a kornyék lakéinak a levegdszennyezésért.) [14.2]
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Leértékel(6d)ési iitem: a hazai valuta egy év alatt szdzalékos leértékel(6d)ése egy
kilfoldi kulesvalutéhoz képest — aktivan (passzivan). [13.3]

Legjobb vdlasz fligguénye: a 2. jatékos barmely stratégiaja esetén maximalizalja az 1.
jatékos nyereményét. (Ha mindkét jatékos stratégidja legjobb valasz a mésikéra, akkor
Nash-egyensiily valésul meg.) [3.1]

Legkisebb négyzetek modszere igy hatarozza meg a regressziés egyenest, hogy a hibak
szérasa minimalis legyen. [18.1]

Leontief-féle hasznossdagfigguény: a hasznossag a két termék fogyasztasa kozil a ki-
sebbikkel egyenlé. (Példaul 2 balkezes és 1 jobbkezes kesztyli = 1 par kesztyi.) [5.2]

Leszdamitolasi egyttthato egy 0 és 1 kozotti szam, amely megmutatja, hogy a jovébeli
fogyasztds hasznossdga hanyadrésze az azonos jelenbeli fogyasztéds hasznossdgénak. [5.3]

Makrookonomia a gazdasag miikodését nagy vonalakban, a részletek mell6zésével
vizsgalja. [1.2]

Maganjavakat igy fogyaszthatjak az egyének, hogy masok fogyasztasi lehetdsége ugyan-
nayival csokken. [14.2]

Mar megdllapitott nyugdij a nyugdijazas els6 éve utan fizetett nyugdij. [12.2]

Masodik legjobb megoldds a megengedettségi és az érdekeltségi feltételek mellett ma-
ximalizdlja a tdrsadalmi jélétet — aszimmetrikus informéciot feltételezve. [17.3]

Madasodrendi differenciaegyenlet esetén a jovo allapot csak a jelen és az elozo allapottol
fiigg. [4.1]

Mazimalis részvételi dij esetén a jatékosnak kozombos, hogy részt vesz-e a szeren-
csejatékban vagy sem.

Medidn a csokkend/novekvé sorba rendezett minta kozépsd értéke. Példaul a bér-
eloszlds medidnja kisebb, mint az &tlaga, s ezért jobban jellemzi a kozép jovedelmét. [8.1]

Megfigyelhetd halmazokat a megfigyel6 meg tudja kiilonboztetni. Ellenpélda: két egy-
forma érme egyiittes feldobdsa esetén F'I és IF nem kiilonboztetheté meg. [16.1]

Megfigyelheté halmazok un. algebrdja az a halmazcsalad, amelyben barmely két meg-
figyelhet$ halmaz egyilittese és metszete is megfigyelhet. [16.1]

Mikrodkondmia a gazdasdg miikodését részletekbe menden vizsgélja. [1.2]

Minimdlis nyugdijkorhatdr az az életkor, amelynek elérése elott a megfelel6 évjarat
tagja csak rokkant nyugdijat véalaszthat, ha jogosult ra. [10.2]

Minimdlis részvételi dij esetén a kaszindénak kozombos, hogy nyitva tart-e vagy sem.

Mordlis kockdzat, amikor a biztositas miatt megné a karvaldszintiség. [17.2]

Munkarészvételi hanyad a dolgozok ardanya a munkaképesek kozott. [10.1]

Nagy szamok torvényei kiilonféle feltevések mellett azt josoljak, hogy ha egy kisérletet
nagyon sokszor fiiggetleniil megismétliink, akkor a bekovetkezés gyakorisaga az elméleti
valészintiséghez tart. [16.3]

Naiv varakozds esetén az elérejelzés az el6z6 idészak tényleges értékével egyezik. [15.2]

Nash-egyensily olyan stratégiakombindcié, amelytol egyik jatékosnak sem érdemes
egyoldalian eltérnie (pl. nemek harca). [3.1]

n-edrendd binomidlis eloszlds a kétesélyes eloszlas n-szeres fiiggetlen megismétlésénél
keletkezik. [16.1]

n-valtozos differenciaegyenletben a bal és a jobb oldalon n kiilonb6z6 valtozd szerepel,
t + 1, illetve ¢ indexszel. [4.3]

Nemek harcaban két tiszta és egy kevert Nash-egyensily létezik, és nehéz koztiik
vélasztani. [3.1]

Nominalis valtozd folydaras, nem veszi figyelembe a bér, a nyugdij, az arfolyam
értékvesztését. [12.1]
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N6k40 nyugdijszabaly szerint minden magyar nd, aki legaldbb 40 évi jogosultsagot
szerez, csOkkentés nélkiil korhatar alatt nyugdijba vonulhat. [19.2]

Novekedési egyiitthaté = 1 + novekedési titem. [2.1]

Névekedési iitem a valtozd id6beli valtozasa osztva a kiindul6 értékkel. [2.1]

Nulladsszegi jatékban a jatékosok hasznossagfiiggvényének Osszege azonosan 0. (Na-
gyon megszorité feltevés, bar 0 helyett dllandé Osszeg is allhat: sakkban 1.) [3.1]

Nyugdij az éllam vagy a véllalat altal rendszeresen fizetett idéskori jovedelem. [10.1]

Nyugdijba vonuldsi kor, amior a dolgozd nyugdijba vonul: eltérhet az altalanos és a
minimélis korhatartél. [10.2]

Nyugdijindexdlds az az eljaras, amely a mar megallapitott nyugdijat a kdvetkezo évben
inflaci6 vagy béremelkedés ardnyaban noveli. [10.1]

Nyugdijjogosultsagi hdanyad a nyugdijasok és a nyugdijaskoriak létszamanak az aranya.
10.1]

Oligopdliumban néhény termeld verseng a fogyasztokért. [6.4]

Optimum az a helyzet, amelyben a lehetséges helyzetek koziil a célfiiggvény értéke
maximalis/minimélis. [3.3]

Oszcillaciondl a valtozok eltérése az egyenstlyi értékiiktol szabalyos id6kozokben elje-
let vélt. (Csillapitatlan oszcillacié: ciklus.) [4.2]

Onkéntes nyugdijrendszerben a dolgozék idénként kényszer nélkiil tagdijat fizetnek,
s cserében idéskorukban egy Osszegben felvehetik az Osszegytlt tokét vagy nyugdijat
(életjaradékot) kapnak. [11.1]

Onrészesedés a biztositési kdrnak az a része, amely kimarad a kartéritésbél. (Csok-
kenti a moralis kockazatot.) [17.2]

Padlya diszkrét idejii dinamikus rendszerben, egymds utdni dllapotok sorozata. [2.1]

Pareto-javitas esetén az j elosztas megvaldsithatd, mindenkinek legalabb olyan jé, és
egy valakinek jobb, mint az eredeti elosztéds. [14.1]

Pareto-optimalis elosztds esetén nem létezik mas megvaldsithatéd elosztas, amely min-
denkinek legaldbb olyan j6, és egy valakinek jobb, mint a P-elosztds. (Ilyen a piaci
elosztés.) [14.1]

Peremeloszlds egy kétvaltozés eloszlas sor- vagy oszlopeloszlasa. [16.2]

Periodikus palya a ciklus altalanositasa, amikor a folytonositott palya nem ismétlodik,
de az eltérésvaltozod elGjelvéltasa igen. [4.2]

Periddus a ciklus hossza, ennyi idé utan ismétlodik a pélya. [4.2]

Piaci drigazodadsban az 4j idészakban az daremelkedés a régi arhoz tartozo tilkereslettel
aranyos. [2.2]

Profit (masképp: haszon # hasznossdg) a vallalat bevétele és termelési koltsége kozti
kiilonbség. [6.4]

Raciondlis vdrakozds esetén a dontéshozéd vérakozasa teljesiil (Oidipusz megdli az
apjat). [14.1]

Ragadozo jdték sorén a kiils6 jatékos fenyeget6 1épésének nem érdemes ellenéllni. [3.1]

Redldrfolyam a nominalis deviza-arfolyam és az hazai arszint hanyadosa szorozva a
kiilfoldi arszinttel. [13.3]

Redlbér a nomindlis (folyd) bér és az drszint (drindex) hdnyadosa. [12.1]

Redlvdltozd a nomindlis (foly6aras) valtozo és az arszint hdnyadosa. [12.1]

Redlkamatldb kozelitéleg a nomindlis kamatlab és az inflacids rata kiilonbsége. (Pon-
tosabban: a redlkamat-egyiitthaté = kamategyiitthaté/inflaciés egyiitthatd.) [13.1]

Regresszios egyenes két valdszinliségi valtozo kozti linedris kapcsolatot a legkisebb
négyzetes hibaval hatarozza meg. [18.1]
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Relativ drszint megadja, hogy mennyit ér egy konvertibilis valutaju orszag valutija az
atlagos orszaghoz képest. (Példaul a forint arszintje alacsony az eurééhoz képest, azaz a
véaséarloértéke nagyobb mint a piaci arfolyamon szamitott.) [19.1]

Relativ hatékonysdg az a szam, amellyel beszorozva az alaprendszer jovedelmi pa-
ramétereit, a kapott tarsadalmi jolét megegyezik a vizsgalt rendszer eredeti jovedelem
melletti tarsadalmi joléttel. [8.3]

Relativ megtakaritasi hajlandosdg az a szam, amellyel az aktiv rovidlato dolgozo atvétel
el6tt zsugoritja masok becstilt 6nkéntes megtakaritdsait. [11.2]

Relativ vdltozdsi sebesség az id6egységre jutd valtozas és a valtozé ardnya. [10.2]

Részleges biztositds csak az 6nrészesedés f6l6tti részre vonatkozik. (Csokkenti a mordlis
kockédzatot, de rontja a biztonsagot.) [17.2]

Rezervdcios dar: a fogyaszto csak akkor veszi meg a terméket, ha annak ara ez alatt
van. [5.1]

Révidlato dolgozdk az optimalisnél kisebb mértékben (esetleg sehogy sem) gondoskod-
nak a jovojikrol. [11.2]

Rugalmassdg azt mutatja, hogy az ar vagy a jovedelem 1%-os emelkedésekor a kereslet
hény %-kal csokken, illetve né. [5.1]

Sdtorleképezés a sétor fliggbleges metszetét utanozza. [7.2]

Sertésciklus egy olyan arigazodési modellben keletkezhet, amelyben a kereslet késés
nélkiil, a kindlat viszont egyéves késéssel reagal a piaci arra. [2.2]

Skdlahozadék megmutatja, hogy ha mind a t6két, mind a munkat 2-szeresére novelik,
hényszoroséra né a kibocsétas. (Allandé, novekvé és csokkend.) [6.2]

Stabil egyensulyi helyzet koriili dllapotokbdl indulé pélydk kozel maradnak az egyensuly-
hoz, s6t, aszimptotikusan tartanak hozza (lokélisan és globdlis, aszimptotikusan stabil).
[2.1]

Stabil népesség korosztalyi aranyai idében allanddk. [9.2]

Staciondrius népességben minden korosztaly 1étszéma id6ben allandé. [9.2]

Standardizalt valészinliségi valtozd az eredetibdl a varhatd érték levonasaval és a
kiilonbség szérassal valé osztdsdval adodik. [16.2]

Statisztika a valdészinliség-szamitas alkalmazasa, amikor a kimenetekbol visszafelé meg-
josoljuk a bemenetek valdszintiségét. [18.1]

Stratégia gondosan végiggondolt dontés (gyakran tobblépesés). [3.1]

Szdarmaztatott hasznossagfigguény az eredeti hasznossagfiiggvénybdl a koltségvetési
feltétel behelyettesitésével adédik. [5.2]

Szerencsejdtékban a jatékosok okossaga mellett a szerencse is, pl. a lapjaras is be-
folydsolja a kimenetet. [17.4.]

Szimmetrikus jdték esetén a két jatékos stratégiahalmaza azonos, és a 2. jatékos hasz-
nossagfiiggvény az 1. jatékos hasznossagfiiggvényébdl a valtozdk felcserélésével adddik.
[3.1]

Szintvonal az azonos fliggvényértékii pontok halmaza. (A térképen példaul a 900 m
magassagi szintdi pontok a Biikk-fennsik jelentés részét korbezarjak.) [6.3]

Szordsnégyzet: egy valoszinliségi valtozdénak a véarhatd értékétdl vald kiilonbségét
négyzetre emeljiik, és ennek a varhat6 értékét vessziik. [16.2]

Tdamogatdsi kulcs az egy forintnyi 6nkéntes pénztérbeli (és tarsainak fizetett) tagdij
utdn a korményzat altal fizetett kiegészités. [11.1]

Tdrsadalmi joléti fiigguény az egyéni hasznossagfiiggvények szimmetrikus fliggvénye,
példaul atlaga. [8.2]
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Tdarsadalombiztositdsi (réviden tb) nyugdij, amely a feln6tt tarsadalom zomére kiter-
jeszti az egészségiigyi- és nyugdijbiztositast. [10.1]

Teljes termékenységi egyutthato a népesség egy notagja altal életében megsziilt gyere-
kek atlaga. [9.2]

Termelési fligguény a kibocsatast a téke és a munka mennyiségével, valamint a miiszaki
fejlodés elérehaladasaval hatdrozza meg. [5.1]

Tiszta stratégia a véges jaték alapstratégiaja, keverésiikbol sziiletik a kevert stratégia.
(Példdul az érmepdrositdsban F vagy 1.) [3.1]

Tékésitett nyugdijrendszerben minden nemzedék magénak takarékoskodik (ellentéte a
feloszt6-kirové rendszer). [10.1]

Tulélést valosziniiség megadja, hogy mekkora annak a valdszintisége, hogy egy egyén
egy adott korcsoportbdl egy kovetkezd korcsoportba keriil. [9.2]

Valorizalds a kezddnyugdijak kiszamitdsanal a korabbi egyéni keresteeket az atlagos
bérnovekedéssel szamitja be.

Valdsziniség-eloszlds — (diszkrét)  1-dimenzidban egy olyan szdmsorozat,
amelynek tagjai pozitivak és Osszegiik 1. [16.1]

Valosziniség-szamitds elemi események valdszinlisége ismeretében Osszetett események
valdszinliségét szamitja ki. [16.1]

Valosziniségi vdltozo diszkrét esetben adott eloszlas minden eleméhez meghatarozott
szamot rendel (példaul kockadobdsnal 1,2,...,6.). [16.1]

Varhatd érték egy valészintliségi valtozd silyozott atlaga. [16.2]

Vidrhato hasznossdg a biztositds nélkiili esetben bekovetkezd szerencsétlen kimenet
(van kar) + szerencsés kimenet (nincs kér) egyiittes hasznossdga, amely eltér az egyéni
kimenetek stlyozott atlagatol. (Példa: annak ellenére érdemes lehet hetente 1 szelvénnyel
lottézni, hogy a szelvény 250 Ft-os drdbdl csak 100 Ft nyereményre szamithatunk.) [17.1]

Versenyegyensulyban olyan sok azonos méreti vallalat verseng egymassal, hogy a piaci
ar a koltségre siillyed. A keresletet viszont a még szamosabb fogyasztok versengése tartja
fent. [6.4]
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